HINH HOC PHAN DANG /a gi?

Tém tdt: Trong bai nay, ching t6i mudn trinh bay so lwgc vdi déc gid mét nganh
hinh hoc mdi: Hinh hoc Phdn dang. Chiing téi gidi thiéu vai mau hinh phén dang
qua hai cdch thanh lép: cdch Idp lai va cdch sinh ra tir sé phire. Ching téi ciing
trinh bay mét cdch don gién vé sé chiéu khéng nguyén (non-integer dimension)
cta hinh phén dang.

Lé Quang Anh, Ph.D.

Hinh hoc phan dang (Fractal Geometry) la mét nganh méi cla Toan hoc, mdi ra
doi dé chirtng hon nlra thé ky nay. Lau nay ngudi ta thuwdng nghi Todn hoc chi gém
nhitng con s6, nhitng phuong trinh “khé khan” hoac 1a nhitng hinh v& cirng nhac
c6 nong cdt 1a nhitng hinh phang hodc nhitrng hinh khéi clia Hinh hoc Euclid. Véi
Hinh hoc phan dang nguoi ta cé dip thudng thic nhitng hinh anh dep tuyét voi,
c6 khi cé that trong thién nhién, ma cling cé khi |a san pham cda tri tué cta con
ngudi va clia may tinh, chang han nhu vai hinh sau day:

Hinh phan dang trong thién nhién (la duong xi).



s ¢ by

1. Hinh hoc phan dang la gi? C6 xuat x& nhu thé nao?

Lewis Fry Richardson (1881 — 1953), nha Toan hoc, nha Khi Tugng hoc, nha van dong
Hoa binh, ngudi Anh.
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Unit = 200 km, Unit = 100 km, Unit = 50 km,
Length = 2400 km (approx.) Length = 2800 km (approx.) Length = 3400 km (approx.)

Khi nghién cru nguyén do c6 chién tranh gitra hai nwdc, Lewis Richardson dé y
dén mai lién hé gitra xac suat cé chién tranh va dé dai bién gidi chung cda hai nuéc
ay. Trong khi thu thap dit liéu, 6ng nhan ra rang cé su chénh léch dang ké trong
cac con so do dat do dai bién gidi gitta nhiéu nwdc. Thi du nhu bién gidi gitra Tay
Ban Nha va B6 Pao Nha duoc ghi nhan thay d6i tir 987 km dén 1214 km, con bién
gidi gitra Ha Lan va Bi tir 380 km dé&n 499 km, tuy theo tai liéu. Ong diéu tra thay
rang do6 dai bién gidi thay d6i do don vj dung trong viéc do dat thay d6i. Ong cong
b6 nhitng dit liéu théng ké va gid thuyét cha minh dwa trén cac dit liéu thu thap
dwoc. Nhitng dit liéu va gia thuyét dy dugc Benoit Mandelbrot trich dan trong bai
bdo ndi tiéng cdng b vao nam 1967 trén t& Science: “How Long Is the Coast of
Britain?”(B& bién nuwdc Anh dai bao nhiéu?). Chinh bai bdo nay I3 vién d4 dau tién
dat nén mong cho nganh Hinh hoc phan dang, va cling chinh Mandelbrot 13 nguoi
tiép tuc nhirng budc ké tiép trong viéc dinh hinh va phat trién nganh hoc mdi nay.



+Benoit B. Mandelbrot
(1924-2010)

Father of

Fractal

Geometry

Benoit Mandelbrot (1924 - 2010), nha Toan hoc Phap-M¥, sinh quan Ba Lan, cha dé cla
Hinh hoc phan dang.

Benoit Mandelbrot sinh dé tai Ba Lan, theo gia dinh qua Phdp ndm 1936, roi Idn
l&én hoc hanh tai day. Sau khi tot nghiép truorng Pai hoc Bach Khoa Paris nam 1947,
ong qua My hoc tai CIT (California Institute of technology = Vién ky thuat
California) va lay bang Cao hoc vé Hang khong (Aeronautics) ndm 1949. Ong tré
vé Phap 13y bang Tién si Toan tai Dai hoc Paris ndm 1952. Nam 1958, 6ng lai qua
MY va lam viéc tai Vién nghién clru IBM va dng lam viéc tai day sudt 35 ndm. Trong
khoang thoi gian nghi thuong nién, 6ng dwgc moi lam gido su thinh giang tai Dai
hoc Yale. Pham vi nghién ctru cda 6ng rat rong: khdng nhirng nhiéu van dé vé ly
thuyét Todn ma ca nhitng dp dung clia Toan vao Tin hoc, Kinh té va Co hoc lwu
chat. Khi con tré, 6ng chiu anh hudng nhiéu cha ngudi cha ruét, nha Toan hoc
Szolem Mandelbrojt!, mét trong nhirng nha Toan hoc cung thai va rat gan gui véi
nhom Bourbaki.

M@ét hinh phén dang la mét hinh “gai géc lom chém (rough)” hodc mét hinh cé
mét dang hinh hoc ndo dé, cé thé dwoc chia ra thanh nhiéu ménh nhd, méi ménh
nhé - déu & kich c& ndo — déu ddng dang (hodc gén nhw déng dang) vdi todn thé
hinh.

Day chinh 1a cdu chir cta B. Mandelbrot, duwgc dung lam dinh nghia cho tu hinh
phdn dang, ti€ng Anh 13 fractal xuat phat tir chit La tinh fractus (nghia 1a g3y vun),
gan lién véi tén cla Mandelbrot tir ndm 1975. Tinh chat dong dang trong dinh
nghia trén duogc goi la tinh tw déng dang (self-similarity).

Mt hinh phan dang thudng cé nhirng tinh chat sau day:

1. C6 cau truc rat tinh t& & bat c kich c¢& ndo. Mbi thanh phan cta hinh thi
doéng dang véi toan thé hinh (tinh chat tw déng dang).

! Lwu y chit j trong tén cla nha Todn hoc nay theo kiéu ngudi Ba Lan.



2. Cé hinh dang rat bat thuong, phirc tap, ma hinh hoc Euclid théng thuwong
khoéng dé dang mé ta duorc.

3. C6 thé duoc tao dwng bdi phép truy hoi (recursive) hay phép Ildp lai
(iteration) tr mot hinh don gian.

4. C6 s6 chiéu khéng phdi la s6 nguyén (non-integer dimension, fractional
dimension).

Trong s6 nhirng tinh chat ciia mdt hinh phan dang, ching ta hdy chd y dén hai tinh
chat quan trong nhéat, dé la tinh tw déng dang va sb chiéu khéng phdi la s6 nguyén
ma ta s& tim hiéu trong cac phan sau.

Cé hai céch chinh dé tao ra mét hinh phan dang: cdch Idp lai (truy héi) va cach
phdt sinh tir s6 phire Julia-Mandelbrot. Ching ta sé gidi thiéu hai cach nay qua mét
s6 hinh phan dang quan trong trong phan dudi day.

2. Tam giac Sierpinski.

Wactaw Sierpinski (1882 — 1969), nha Toan hoc ngu¢i Ba Lan.

Tam giac Sierpinsli dwgc nha Toan hoc Ba Lan Waclaw Sierpinski mé ta lan dau
tién vao ndm 1916, d6 1a mdt hinh phan dang dwoc thanh ap theo 16i 13p ai.

~ A4

1. Kh&i dau bang mot tam gidc déu.



2. Chia tam gidc 4y thanh bdn tam gidc déu nhd (nhd trung diém cac canh), roi

|ay tam gidc & gilra ra.

3. L3p lai budc 2 cho céc tam gidc déu nhd con lai. Cl thé tiép tuc mai.

Ta c6 thé tinh chu vi va dién tich cdc tam gidc mau den dé hinh thanh tam gidc
Sierpinski trong mdi giai doan, tir d6 suy ra dugc chu vi va dién tich cla tam gidc
Sierpinski. K&t qua chi tiét cia bén giai doan dau duogc ghi lai trong ban sau day:

Giai S8 Téng Téng
doan tam chu vi dién
giac tich
0 1 3 1
1 3 9 3
2 4
2 9 27 9
4 16
3 27 81 27
8 64

Ta c6 thé suy ra téng chu vi va dién tich trong giai doan thi n:

pa=(2) s 5=(0)"

Cho n — oo, ta cé duogc chu viva dién tich tam gidc Sierpinski |a
P=Ilim P, = o0 va S= lim§,, =0.

n—-oo

Diédu cd thé gay ngac nhién cho mdt sé trong ching ta la dién

n—->oo

Sierpinski bang 0, trong khi chu vi ctia né 1a vé cuc.

Mot vai hinh phan dang twong ty nhu tam giac Sierpinski:

tich tam giac

Cac budc hinh thanh Tam gidc nhdnh tam phdn Sierpinski (Ternary tree Sierpinski

triangle).




Mot giai doan trong su thanh |ap Tu dién déu Sierpinski (3D Sierpinski tetrahedron).

3. Bong tuyét Koch.

Von Koch (1870 — 1924), nha Toéan hoc Thuy Dién.

Béng tuyét Koch (Koch snowflake) 1a mét hinh phan dang cé dwoc bang phuong
phap 13p lai - nhu cach thanh 1ap tam gidc Sierpinski - do nha Todn hoc Thuy dién
Von Koch mé ta vao ndm 1904 trong bai bao viét bang tiéng Phap nhan dé “Sur
une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géométrique



élémentaire” (V& mét duong cong lién tuc khéng tiép tuyén, cé duoc bang mét
phép vé hinh hoc don gian).

Trwdc hét ta hdy noéi vé duong cong Koch.

e Duong cong Koch.

Stage 0

Stage

Stage 2

Stage 3

Stage 4

Continue __.

PP

Cach thanh [ap nhu sau:

1. Kh&i dau bdng mot doan thang.
Chia doan thang thanh ba phan bang nhau. Thay doan giita bang hai
doan bang nhau (va bang doan thay thé), tao véi nhau mét géc bang 60°.
3. Ldp lai budc 2 cho bon doan thang trong phan trén. Cl thé ti€p tuc mai.

C6 thé tinh duoc d6 dai dwong gap khic & budce thi n 1a (néu doan thang khai
dau dai bang 1):

Tw d6 suy ra do dai duwong cong Koch la

L= lim L, =oo.
n—-o0o



e Bdng tuyét Koch.

AND ik

Stage ) Stage 1
Stage 2 Stage 3

Ta bat dau bang mot tam gidc déu. Trén mdi canh ta dwng cac dudng dudng gip khic dé tao
nén dudng cong Koch nhuw d3 ndéi & phan trén, ta dwgc mot hinh goi la béng tuyét Koch (Koch
snowflake).

Vi chiéu dai cia dwdng cong Koch trén moi canh tam giac bang vé cuc, cho nén chu vi hinh bong
tuyét Koch bang vé cuc.

B4y gio ta thir tinh dién tich phan bén trong clia bdng tuyét Koch. Muc tiéu chinh 13 tim mét
bi€u thirc cho dién tich phan gidi han béi dudng gdp khic & giai doan tong quat — giai doan tha
n.

Trudc hét goi Ao 12 dién tich tam gidc déu cho s3n. O giai doan thir nhat, dién tich twong tng la
téng clia Ao véi dién tich 3 tam gidc déu nhd. D& thay rang dién tich mdi tam gidc déu nho nay

> A n TA , N , .. , Ny g
bang ?0 . Nhu vay dién tich can tinh trong giai doan th& nhat la

Ay = Ag+3- 2.
O giai doan thi hai, dién tich twong ¢ng 13 téng cta A1 vdi dién tich 12 tam gidc d8u nhd. Dién
s R e S 2 N N N A A n A ’ A ’
tich moi tam giac déu nho trong truong hgp nay bang % . ?0 = 9—;’ . Nhuw vay dién tich can tinh

trong giai doan th hai la
Ay = Ay +1238

Lam tiép cdc giai doan sau va sdp xép lai cac két qua ta duoc:



(=

A] = /1() ’}' 3/1(.40

<o -
V)

.4-) ~—— /11 ’}' 3.4041
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2

2

} 3/1()41 (5)
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+ 34,41 ((—)> + 3A4% (6)

n A 1 i
-‘411 = /1() -+ 3.4(,2:4'"1 (6)

i=1

g o AN
= Ap 1 EAUZ (6)

=]

= Ag 4 3/104”
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o

A_':, = ‘42 3 3/1042

=1 N

e A(‘) -+ 3/1(;4”
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Do d6 dién tich cta hinh béng tuyét Koch tinh béi

. 340 ;. 4\! 84
A= llmAn=A0+T"rlll_r)goZ’i1=1(§) =84

n—oo 5

DAy ciing |a mot thi du cho thdy mdt dudng cong kin dai vé tan cd thé gidi han mot dién tich
htru han.

e M&t vai hinh bién tiu tir bong tuyét Koch.
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4. Hinh phin dang sinh ra tir sé phirc.

Cé hai nha Todn hoc tién phong trong lanh vic nghién clru nay: Gaston Julia va
Benoit Mandelbrot. V& nha Todn hoc Mandelbrot ching t6i da cé néi & phan dau
cla bai nay, & day xin duoc cé vai nét vé nha todn hoc Gaston Julia.

oo,
Gaston Julia (1893 — 1978), hinh & tudi 20 va hinh khi dang |a gido sw & nhiéu truedng DH Paris.

Lesdwa com ]

EXERCICES

i ;
22 X [ GEOMETRIE INFINITESIMALE
LECONS i

FONCTIONS UNITFORMES
A POINT SINGULIER ESSENTIEL 1SOLE

PROFESSEES AV COLLEGE DE FRAXCE

Gaston JULIA |

P TRANANTY

{5y |
o

Mot sb séch gido khoa Todn cla Gaston Julia (trudc va trong thé chién thu I1).

Gaston Julia sinh ra va 1&n 1én & Algérie, mot thudc dia ctia Phap & Bac Phi. Thud
nhé éng rat thich &m nhac va Toan hoc. Ong dau vao truong Cao dang Su Pham
Paris danh tiéng. Nam 21 tudi, dang hoc nam cudi, thi thé chién th&r nhat bung
nd, chang tudi tré da phai “xép but nghién theo viéc dao cung”, va chang may bi
thuong mat hoan toan chiéc mii. Bao nhiéu Ian chita tri tdi tao khéng thanh cong,
Julia danh phai mang mét miéng da - tu ché - che khodng tréng ay sudt doi. Trong
thoi gian 1916 — 1917, khi con nam tai bénh vién, 6ng d3 viét mot bai nghién ctu
mang tén “Etude sur les formes binaires non quadratiques & indéterminées réelles



ou complexes, ou & indéterminées conjuguées” g&i dén Han LAm Vién Khoa hoc
Paris dé dugc xin dwgc tham dinh. Chu tich hdi dong 1a nha Toan hoc ndi tiéng
Emile Picard va moét trong nhirng gidm khao la nha Todn hoc séng lap ra ly thuyét
dd do Henri Lebesgue, tat ca déu dong y cap cho Julia bang Tién st dic cach véi o
khen nggi. Nam 25 tudi, Julia céng b mot bai viét dai 199 trang mang twa dé
“Mémoire sur l'itération des fonctions rationelles”, trong dé 6ng dua ra y tuong
vé s 13p lai cha ham phtrc, y twdng nay lam ngudn cam hirng cho Mandelbrot xay
dung nén nganh hinh hoc phdn dang sau nay. V&i bai nghién ctru 3y, dng dugc
tang thuwdng giai thuwdng Ién cda Han Lam Vién Khoa hoc (Grand
Prix de I'Académie des Sciences) ndm 1919. Trong thdi gian day hoc, éng viét
khdng dwdi 10 cudn sach gido khoa, lam hanh trang cho rat nhiéu thé hé sinh vién
Toan hoc khap noi thé gidi2.

1. Tap hop Mandelbrot.
Tap hop Mandelbrot la tap hop cdc diém zo trong mdt phdng phirc sao cho phép
Iép lai dinh bdi hé thirc
Zne1 = Z2 + 20
bi chan.
Thi du:
.« V0izp=1. Taco:

Z,=Z2p24Zp=1+1=2
z,=z2+zy=4+1=5
Z4=2,%42,= 25+1 =26
Z,=24%+2,= 25+1 =677

D3y s6 (z,) khéng bi chdn. Do d6 zo = 1 khéng thuéc vé tap hop Mandelbrot.
e VGizpo=i. Tacé:

Z4= 202+20: 2+ i=-1+i
Ly= 212+ZO: (-1+i)2 +i=-i

Zy= 212+ZO= (_i)2 +i= -1+

D3y s6 (z,) bi chdn. Do dd zo=i thudc vé tap hop Mandelbrot.

2 Ngudi viét bai nay con nhé d3 nhiéu [an x&r dung sach cla Julia & thu vién trudng DH Khoa hoc va PH Suv pham
Saigon trong nhirng ndm 1963-1967. T4t ca sach cla 6ng déu do nha Gauthier-Villars xuat ban (L.Q.A).


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Grand_Prix_de_l%27Acad%C3%A9mie_des_Sciences&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Grand_Prix_de_l%27Acad%C3%A9mie_des_Sciences&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/wiki/Acad%C3%A9mie_des_Sciences
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Tap hgp Mandelbrot.

05
04
03
02
0.1
00 :

=0.1 - =
-14 -12 =10 -08 -06

Hinh phdng 1&n & khu vwe thung liing cd ngwa (sea horse valley) trong tap hop
Mandelbrot.

.

Hinh phong 16n & thung liing voi (Elephant valley) trong tap hop Mandelbrot.

Ta cha y tinh ty déng dang cta hinh & moi noi cho du & ¢& (size) rat nho.



13

2. Tap hop Julia.
Xem qui luat |dp lai dinh béi:

Zni1=2z2+C

trong dé c ¢d dinh (cé gid tri cho san).

Tap hop Julia la tép hop tdt cd cdc diém z bj chdn trong mdt phdng
phtrc qua phép Idp lai dinh b&i phurong trinh trén. Ta lwu y ngay sy khac
nhau cla dinh nghia nay va dinh nghta cla tap hop Mandelbrot & chd
gia tri clia s6 ¢ & day cho san.

Nhuw vy v&i mbi gia tri clia ¢ ta c6 mot tap hop Julia twong (ng, cho
nén s& cé vo s tap hop Julia khdc nhau. Dudi day la vai tap hop Julia
&ng véi nhirng gid tri khdc nhau cta c (Nguon: Internet).

¢c=-0.52 +0.57i. c=-1.037+0.17i.

c=1-¢ (trong dé ¢ la sé vang). c=-0.624 + 0.435i.



Néu thay d6i qui luat 13p lai, ta cé thé c6 mot s6 hinh phan dang khdc. Xem céc
thi du sau véi ham qui dinh di kem:

Zni1-Z + 0.484. Zni1-23 + 0.4

5. S8 chiéu cia mét hinh phan dang.
Trwdc khi ndi tdi s6 chiéu cia mét hinh phan dang chidng ta hay trd vé khai niém
théng thuwdng (ma ching ta rat quen thudc) trong hinh hoc Euclid.
Trong hinh hoc Euclid:
e SO chiéu clla mot diém 13 0.
e 56 chiéu clia duwong thang 1a 1.
e 56 chiéu cila mat phang 13 2.
e SO chiéu cda khéng gian (ta dang séng) la 3.

Ly do ma ching ta dua ra la: mot diém trén dwong thang (truc s8) duoc xac dinh
b&i 1 con s6 x; mot diém trong mat phang (mat phang toa d6) duoc xac dinh bdi
2 con sb (x,y); va moét diém trong khéng gian duoc xac dinh bdi 3 con s6 (x,y,z).
Chung ta chdp nhan thodi mai va khdng cé gi hoai nghi ca.

Ciling trong tinh than do, khi néi doan thdng Id hinh c6 1 chiéu, hinh vuéng Id hinh
c6 2 chiéu, va hinh Idp phuong la hinh ¢ 3 chiéu, ching ta cling chap nhan dé
dang, c6 thé nho truc gidc. That ra can phai cé 10 giai thich bai vi tryc gidc khong
phai lic nao cling dang tin cay.

Ta thir d& nghi cach giai thich sau day, va tir cach giai thich nay ching ta s& hiéu
duoc dinh nghia sé chiéu cho mét hinh phan dang.

Hinh duwdi day khai dau gom 1 doan thang, mot hinh vudng, va mot hinh 1ap
phuong (kh6i vudng). Ta lan lugt chia doan thang thanh 2, 3 doan bang nhau;

14
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hinh vudng thanh 4, 9 hinh vudng nhoé bang nhau; khdi vudng thanh 8, 27 khai
vudng nhé bang nhau.

D=1 D=2 D=3
" Y
r =2 }
N=2
N=4 ™~
N=2§8
\\ \\

N=r

Trong so d6 trén, r 1a yéu té bi chia, N 1a s6 hinh nhé déng dang vdi hinh cii, va D
la s6 chiéu. Ba dai lwgng nay lién két vai nhau qua hé thirc:

N=rP (1)

Thi du trong hinh, hang th ba, ta cé thé thay cong thirc (1) dwoc kiém chirng nhu
sau. Y&u t8 bj chia r = 3. Doan thang bi chia thanh N = 3 doan thang nho, va s&
chiéu clia doan thang D = 1. Ciing trong hang nay, hinh vudng bi chia thanh N = 9
hinh vuéng nho, va s6 chiéu cta hinh vudng D = 2, trong khi d6 véi khéi vudng thi
N=27vaD=3.

Phuong trinh (1) c6 dang tuong duwong sau day khi dugc chuyén qua In (logarithm
tu nhién, tirc a logarit co s6 e):

_ln_N. (2)

" Inr
D6i véi cac hinh phan dang, cdng thirc dinh s6 chiéu van 1a (2) trong do:

N = s6 cdc manh ty dong dang va r = yéu t6 bj chia.

AN NN

$6 chidu =D =% ~ 1.261.
In3

e Bong tuyét Koch:

Vir=3vaN=4chonén
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e Tam gidc Sierpinski:

$6 chidu =D = 3 ~ 1.585.
In2

e Tam tham Sierpinski:

Vir=3vaN=8chonén

$6 chidu=D =28 ~ 1.892.
In3

Nhén xét:

1. S& chiéu trong cac trudng hop trén déu khéng phai 13 s6 nguyén. S6 chiéu cang gan
1 thi tap hop cang gan véi mot dudng (thang hay cong), s6 chiéu cang gan 1.5 thi tap
hop cang gan vditam gidc, va sd chiéu cang gan 2 thi tdp hop cang gan vdi hinh vudng.

2. Ngudita con cd thé dinh nghia s6 chiéu cia mét tap hop mot cach khac, cé thé chinh
xac hon - thich &ng cho ca cho nhitng trwdng hop hinh phan dang phirc tap hon — boi
cong thirc sau

. InN
D =rlir(1)15up (E) . (3
S8 chiéu clia mot tap hop dinh bdi cong thirc (3) cé tén la box dimension (ching toi
chua co tir Viét dé chuyén). Ngoai ra con nhiéu cdng thirc khic dé dinh sé chiéu cua
mot tap hop, nhung tat ca déu phai trung nhau & nhitng hinh don gidn dién ta dwoc
bang hinh hoc Euclid.

6. Mot sd hinh phan dang trong tw nhién.

level 0 level 1 level 2 level 3
level 0 level | level 2 level 3

Hai m3u phan nhanh cy (dwa theo thién nhién).



Rirng cay trat Ia mua déng.
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Bi mat cla thién nhién: Hinh chup trén mot cdnh déng 13y tir
http://alexandraduchesne.blogspot.com/

Thu Muc

Hién nay tai liéu dé hoc tap va nghién clru vé Hinh hoc phdn dang c6 nhiéu. Ching
toi xin gidi thiéu vdi ban doc cd quan tam mot vai tai liéu coé tinh cach gido khoa it
doi hoi kién thire ban dau nhw dudi day.
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T4t cd cdc sdch trén déu cé tinh cdch gido khoa, viét rdt cé hé théng, dé hoc. Falconer
la tdc gid mét loat sdch gido khoa vé hinh phdn dang va s6 chiéu cua hinh phén dang.
Sdch viét rét nghiém tuc, déd va dang la tai liéu gido khoa cho nhiéu trwdng. Riéng cubn
cudi, dé la Ludn An cua Partik Leifsson, mét sinh vién Cao hoc Thuy Pién, trinh ném
2006. Sdch dwoc bién soan lai, dé doc.
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