Nha Toan hoc théng thai cudi cung cta thé ky 20:

David Hilbert

(C6 phu ban 23 bai toan Hilbert)
Lé Quang Anh, Ph.D.

David Hilbert 16 nhd Todn hoc I&n nhdt cia nhén logi
trong ntra ddu thé ky 20.

Hermann Weyl®.

Hai nha théng thai cudi cung cla lich sir Todn hoc 1a Henri Poincaré va
David Hilbert. V& nha Todn hoc th& nhat, ching tdi d3 cé dip trinh bay
cudc doi va mot phan sy nghiép cla 6ng trong mot 1an trudc (Gidi Oscar
Il). Trong bai viét nay ching t6i s& ké chuyén vé nha théng thai th hai,
David Hilbert, cung nhitng dnh huwdng to 1&n clda éng trén nhiéu thé hé
cdc nha Toadn hoc vé sau. Riéng trong lich s& Toan hoc cla Birc (va Phd),
c6 thé ndi tén éng duoc xEp ngang (hodc trén) hai tén tudi vi dai khac 13
Bernhard Riemann va Carl Friedrich Gauss.
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David Hilbert (1862 — 1943) (Archives of P. Roquette, Heidelberg).

1 Hermann Weyl (1885 — 1955), nha Todn hoc My géc Ptrc, d3 tirng hoc va day tai Géttingen, di cu qua My va la
mdt trong nhitng nguoi sang 1ap nén Vién Nghién Ctru Cao Cap Princeton (IAS). Ong cé nhiéu déng gdp trong cac
I3nh vuc Ly thuyét vé mdt Riemann, triong théng nhét cua lwe hdp dén va dién, nhifng bai todn vé gid tri riéng cla
phuwong trinh vi phan, ...



1. Ngoi sao dang Ién David Hilbert

David Hilbert sinh ngay 23 thdng 1 ndam 1862 tai Wehlau, gan thanh phé
Kénigsberg, thi d6 cia Pong Phé%. Cha cta David 1a mot luat gia lam viéc tai toa
hanh chanh thanh phd ndy. Lén tdm David mdi tdi trwdng, tré hai tudi so vdi
nhitng dira tré khac. O trudng, David hoc lich st D, lich sit La M3, nhitng cau
chuyén trong Kinh thanh, va cac phép toan cong, trir, nhan, chia.

Sau hai nam, David dugc chuyén |én trwdng hoang gia Friedrichskolleg
Gymnasium, trudng ndi tiéng nhat & Konigsberg. O trudng, ngudi ta day tiéng La
Tinh, tiéng Hy Lap, Khoa hoc, Toan hoc, va nhiéu kién thie xa héi, chuin bi cho
hoc sinh vao Dai hoc sau khi t&t nghiép. David khéng hirng thi may véi hai mén
ngoai ngit (cd ngilt) La Tinh va Hy Lap bdi vi hoc hai mdn nay phai nhé nhiéu qua
ma nhu vay s& khdng cé chd cho suy nght doc 1ap. David khdng vui vi thudng thi
diém cla ca hai mdn nay cda David duédi trung binh. Chi c6 mdn Todan 13 chang
thich nhat vi né khdng doi phai hoc thudc Iong. David néi rang “né dé hoc va khéng
cdn cé gdng médy.” Trong khi “me chang gitp chang lam bdi ludn vén dem vé nha,
thi tai I6p hoc, David giup théy gido gidng gidi nhitng bai todn khé.” (Constance
Reid. Hilbert). Nam cudi trung hoc, ndm 1879, David duoc chuyén sang mot
truong khéc, truong Wilhelm Gymnasium, & ddy chang thay viéc hoc thi vi hon vi
ngudi ta chd trong bd mén Toan va khuyén khich tinh sdng tao cd nhan. Trong
bdo cdo thanh tich cudi ndm, céc thay gido nhan xét 1a “David ham thich Todn hoc
va té ra cd hiéu biét rdt sGu sdc vé b6 mén nay.” (Constance Reid. Hilbert). Day la
dau hiéu dau tién cha mot nha Todn hoc tuong lai.

Mua Thu ndm 1880, David Hilbert vao Dai hoc Kdnigsberg, truérng Dai hoc kha tét
vé cac nganh Khoa hoc cia Dlrc thoi bay gid. Trong sé cdc gido su Toan gidng day
tai day cd Carl Jacobi (1804 - 1851)3, Friedrich Richelot (1808 - 1875)* Franz
Neumann (1798 - 1895) (nguwdi da thanh lap Vién vat ly ly thuyét dau tién cda Birc).

Dai véi David Hilbert, diéu tot nhat trong thoi gian theo hoc tai trwdng Dai hoc
Kénigsberg la dugc gap g&, két than va 1am viéc vai hai nha Todn hoc tré tai nang
Hermann Minkowski (1864 - 1909) va Adolf Hurwitz (1859 - 1919).

2 Thanh phé Kénigsberg néi tiéng qua bdi todn 7 chiéc cdu ma Euler d3 giai trong thé ky trwdc. Ngoai ra thanh phd
con hanh dién vi cé6 mét ngudi con néi tiéng trong I3nh vue Triét hoc, d6 1a Immanuel Kant (1724 — 1804). Bay gid
Konigsberg co tén la Kalinigrad thudc Nga theo hiép wéc Potsdam 1945.

3 Nha Toan hoc Jacobi nghién ctru vé ham elliptic va ham Abel, ly thuyét s8, Dong luc hoc va Pai s6 hoc. Jacobi
duoc xem 1a nha Toan hoc x&p thi hai sau Gauss clia ca Chau Au thoi ay.

4 Richelot Ia nguwdi k& vj Jacobi va 1a ngudi d3 phat hién ra nha Toadn hoc ndi tiéng Karl Weierstrass.
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Hermann Minkowski va Adolf Hurwitz.

Mua Xuan ndm 1882, c6 mot chang trai cé vé rut ré nhdt nhat 17 tudi tén |a
Hermann Minkowski chuyén vé trudrng Pai hoc Kénigsberg sau khi hoc xong nam
th& nhat tai Pai hoc Berlin. M&c du con it tudi, nhung Minkowski d3 cé trong tay
mot giai thudng vé Todn tai Dai hoc Berlin va d3 c6 mét sé thanh qua trong nghién
ctu Ly thuyét s6. Vira mdi vé Kénigsberg, Minkowski lai duwgc cdng b thang giai
thudng |&n cia Han Ldm Vién Khoa hoc Paris nam 1883 (cung chia giai thudng vai
nha Toan hoc ngudi Anh Henry Smith), khi &y Minkowski vira mé&i 18 tudi. Tin tirc
vé Minkowski lam chan déng Konigsberg. Tai nang Todn hoc cla Hilbert cling vira
|6 dang tai day, lai xap xi tudi nhau (Hilbert I&n hon Minkowski hai tuéi), cho nén
hai chang trai dé dang gan va than nhau, mac du cha cta Hilbert khuyén chang
“khéng nén qud gén ngu'di ndi tiéng.”

Mua Xudn ndm 1884, mot giang vién 25 tudi tén 13 Adolf Hurwitz mdi duoc tuyén
vao trudng®. Vira mai dién kién, Hilbert nhin thiy & thay gido tré nay su khiém
tén dé& mén va mot si thong minh khdng 1an 16n dwoc qua cdp mat xanh xam long
lanh cla 6ng. Hai chang sinh vién Hilbert va Minkowski mau chéng lam quen véi
Hurwitz, roi cd ba tré nén than thiét. Ho trao d&i, ban luan gan nhuw dd khap cac
ngd ngach cua Toan hoc.

Cudi Déng nam 1885, Hilbert t6t nghiép Tién st vdi ludn an vé Ly thuyét ham bét
bién. Mua Hé trudc d6, Minkowski ciing d3 nhan van bang Tién si, nhung chang
phai r&i bo gidi han 1Am dé gia nhap quan doi, trong khi Hilbert khong bj goi sau
khi t6t nghiép. Hurwitz goi y Hilbert nén vé trudng Pai hoc Leipzig lam viéc dudi
sy huéng dan cla nha Todn hoc néi tiéng Felix Klein (1849 - 1925). Nam &y Klein

5> Trwdc Thé chién thir nhat, & Pai hoc Dirc, mot Tién sT phai lam mét cong trinh nghién clru dé cé thé |13y chirng chi
“Habilitation”, sau dé mdi dwoc tuyén vao lam “Privatdozent”, tirc 1a gidng vién tu khdng lwong. Tuy nhién giang
vién nay dugc phép thu hoc phi cda sinh vién trong I&p ciia minh. M6t thoi gian sau, khi dugc xac nhan kha nang,
giang vién nay dwoc chinh thirc tuyén dung Iam “Extraordinarius” (phé gido su), roi sau cung |a “Ordinarius” (gido
su).



chi m&i 36 tudi va da dugc phong gido sw thyc thu tir ndm 23 tudi. Nhitng thanh
twu clia 6ng trong lanh vuc Ly thuyét cdc ham tw déng cdu (Theory of automorphic
functions)® lam cho dng tr& thanh khéng cé ddi tha, cho dén khi Henri Poincaré,
m&t nha Toan hoc vd cung xuat sic cla Phap, xuat hién vai nhirng bai bdo cung
chi dé. K& tir do, vé hinh trung cé mét cudc tranh dua cta hai nha Todn hoc hang
dau Chau Au trong cling mét I3nh vie, diéu nay [dm cho Klein chiu mot ap luc tinh
than rat I&n, cd thé vi thé ma sirc khde dng bj suy giam.

Khi binh phuc va tr& lai cong viéc thi gido su Klein dwoc biét trwdng méi nhan mot
Tién st méi tir Pai hoc Kénigsberg vé lam nghién ctu. Sau nay Klein ké lai: “Chi
nghe chang trai tré ndy gidng bai cho sinh vién la t6i nhén ra ngay dédy chinh la con
nguoi ma Todn hoc dang mong doi.” (Constance Reid. Hilbert).

Mua Xuan ndm 1886, Hilbert qua Paris theo goi y clia Klein dé - [&i ctia Klein - “ndm
bdt nhitng két qud quan trong ma cdc nha Todn hoc tré cua Phdp dd dat duwoc roi
mau chdéng tim cdch vuwrot qua ho.” (Constance Reid. Hilbert). Cudi ndm &y, Klein
vé Dai hoc Géttingen, & d6 tirng ghi ddu Gauss, Dirichlet, Riemann,...nhitng tén
tudi hang dau thé gidi. Cudi ndm 1886, Hilbert tr& vé lai Kénigsberg dé hoan tat
chirng chi “Habilitation”.

2. Nha Toan hoc David Hilbert

Paul Gordan (1837 —1912), nha Toan hoc Durc, tirng dugc ménh danh la “vua cac
bat bién”. Ong d3 chirng minh duwoc dinh ly vé tinh hitu han cia cdc bé sinh cho
cdc dang tuyén tinh (the finiteness of generators for linear forms), nhung 6ng
khdng thé mé réng bai todn cia minh cho nhitng ham cé hon hai bién. Ngudi ta
goi day la bai toan Gordan.

Tré vé lai Kdnigsberg, Hibert bat tay vao nghién ctru bai todn ndi tiéng nay, va
Hilbert d3 giai dwoc bang mot con dudng hoan toan méi, khac véi phwong phép
ma Gordan d3 s dung.

Thang 12 nam 1888, Hilbert cong bd day dd |&i gidi bai todn Gordan. Phuwong phap
ma Hibert s& dung hoan toan xa la, khéng theo con dudng théng thuong
(unconventional) cho nén ngay sau dé cé nhiéu y kién cho rang phuong phap “ky
cuc” (weird), phuwong phap “thdm hoa” (sinister), nhung nhirng nguwdi néu y kién
nay tir tir nhan ra rang chirtng minh ctia Hilbert khéng nhitng ding ma cé tinh cach
mang (revolutionary). Arthur Cayley (1821 — 1895), nha Todn hoc ngudi Anh, cha
dé cla Ly thuyét bat bién, viét thu cho Hilbert trong dé cé cau: “Téi nghi rdng anh
dd tim ra loi gidi cho bai todn Ién nay.” Con Gordan, tac gia bai todn, cdng nhan

5 Pay 1a mét nganh phdi hop Hinh hoc, Ly thuyét s8, Ly thuyét nhém, Ly thuyét cac bat bién, va Dai s6 hoc.
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rang “Loi gidi cda Herr” Hilbert hodn toan ding”, rdi dng néi thém “Né mang tinh
Thén hoc hon la Todn hoc!” (Constance Reid. Hilbert).

Trong hai nam ké tiép, Hilbert ti€p tuc lam viéc trén Ly thuyét bat bién. Nam 1892,
nhitng déng gdp cua éng cd thé xem nhu két thic cho viéc nghién ctru ly thuyét
nay. Ong viét cho Minkowski - khi 4y dang giang day tai Pai hoc Bonn —rang: “Téi
tin rang nhitng vén dé Ion cda ly thuyét trivong ham sinh ra bdi nhi¥ng bét bién da
gidi quyét xong. Ti nay téi sé tir gid Idnh vuwre ndy.” Nha Toédn hoc tré tudi cla
chung ta vira mdi hoan tat mot chd dé cha Toan hoc ma d3 cé ngay mét vi tri trong
cong déng Todn hoc clia Dirc va cla ca Chau Au. Muc tiéu ké tiép clia 6ng sé 1a Ly
thuyét s6 dai s6 (Algebraic number theory).

Trong ba ndm tiép theo cé mdt sd thay d6i quan trong trong cudc doi cua Hilbert.
Nam 1892, Hilbert 1ap gia dinh v&i cd Kathe Jerosch, con gai cia mot thuwong gia
kha gia tai Kénigsberg, réi ho c6 mot dira con trai. Nhwng bat hanh cho vo chéng
Hilbert 13 d&a con duy nhat nay bj binh thiéu ndng tri tué ngay tir nhé. Adolf
Hurwitz, ngudi thay va cling l1a ngwdi ban than cua Hilbert roi khdi Pai hoc
Kénigsberg dé nhan chirc gido suw thyc thu tai Vién Ky Thuat Lién Bang Thuy ST
(ETH), béd tréng ghé gido su thuc thu tai Dai hoc Kénigsberg. Hermann Minkowski
cling roi Kénigsberg dé tré thanh gido su thyc thu tai Dai hoc Bonn. Bong nhién
bé ba than thiét nay chi con mét minh Hilbert & lai.

Trong th&i gian nay, Hilbert bat dau nghién clru Ly thuyét s6 dai s6. Gauss d3 tirng
coi $6 hoc (Ly thuyét s6) nhu 1a nit hoang ctia Toan hoc. Hilbert ¢ cai may man la
nhin th3y Ly thuyét s& d3 chuyén minh bién thanh Ly thuyét sé dai s6 nhu thé nao
duwdi nhitng nd luc tuyét voi clia cdc nha Todn hoc Dirichlet, Kummer, Dedekind,
va Kronecker. Truwéc khi Hurwitz va Minkowski roi Konigsberg, “bo ba” da tirng
ban ludn nhiéu vé bd mén nay rdi, nay chi mdt minh Hilbert con lai. Ong phat trién
thém |én, 6ng dao siu vao chirng minh tinh duy nhat cla su thira s6 héa
(factorization) cac vanh s6 nguyén thanh cac ideal nguyén td trong trudng cac s6.

Nam 1893, H6i Toan hoc Blc (DMV = Deutsche Mathematiker-Vereinigung) giao
cho Hilbert va Minkowski viét mét bdo cdo vé Ly thuyét so, cong viéc phai hoan
tat trong hai ndm. Hilbert rat sung swdng nhan cdng viéc nay vi day la co hoi dé
ong dit lai nén tang cho Ly thuyét s ma téi thoi gian 4y van con mot s6 van dé
tdn dong trong cach st dung ky hiéu cling nhu trong mot sd chirng minh. Hon thé
nita, Hilbert con thay clng c6 Ly thuyét s6 s& |a tién dé dé phat trién Ly thuyét s6
dai s6 mot cich sau rong hon. Do nhiém vu 4y, Hilbert doc gan nhu hét tat c3
nhitng bai bdo, tai liéu sach v& lién quan dén van dé Ly thuyét s6 ké tir thoi Gauss
tr& vé sau, mong tim ra hudng di cho viéc mé rong nghién ctru cia minh sau nay.

7 Chit clia Gordan dung. Tiéng Dtrc ¢é nghia la Ong nhung thudng dung theo nghia trang trong.
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Thoi gian 8y, nha Toan hoc 31 tudi cla chung ta dwoc phong lam gido su thyc thu.
Dai hoc Kdnigsberg mac du cé truyén théng nghién clru Khoa hoc rat tdt nhung
van con ndm ngoai cac trung tdm nghién ctru Khoa hoc thudc dong chinh clia Birc.
Hilbert van cho co héi.

Mua Thu ndm 1894, tiéng goi tir Gottingen da vong vé téi Hilbert. Gido su
Heinrich Weber (1842 — 1913)2 s& roi Gottingen dé dén Strassburg®. Gido su Felix
Klein dé nghi cho Hilbert vé thé chd nay. Trong thu gdi cho Hilbert, Klein viét:
“Anh chinh ld ngudi téi cGn dé bé sung cho téi vi hwdng nghién ctru cda anh ciing
nhw sttc manh trong suy nghi Todn hoc ctua anh. Hon nita, tubi cua anh dang &
giita nhitng ndm thdng thudn lgi nhét cho céng viéc. Téi tin anh sé dem vé thém
strc manh vén cé sén tai Géttingen nay. Todn hoc & ddy tir trudc tdi gior vdn phdt
trién, nhuwng né sé phdt trién nhanh va réng thém niva khi cé anh vé.”

Gidc mo cla Hilbert nay d3a thanh sy thue.

3. David Hilbert & Gottingen

Toa nha giang dwdng Maximum (xay trong khoang tir 1826 dén 1865).

Néu nhu Géttingen chi la mot thanh phé nhd, thi cudi thé ky 19 dau thé ky 20 (néi
cu thé khodng 1900), né tré thanh mot trong mét s8 it trung tdm Toan hoc cha thé
gidi. Plrng dau khoa Todn cla Dai hoc Géttingen thoi 8y |a nha Todn hoc néi tiéng
Felix Klein.

8 Gido su Weber d3 tirng day Hilbert & Kdnigsberg, sau d6 dng chuyén vé Gottingen. Weber cé nhiéu déng gép cho
Ly thuyét sé.

9 Strassburg (hay Strasbourg viét theo tiéng Phap) 1a thanh phé 1&n nhat mién Dong nwdc Phap & sat bién gidi
Phap-Dirc. Truwdc day viing nay thudc Phdp, cho t&i ndm 1871 roi vao tay Phé sau khi Phap thua chién tranh Phap-
Ph&. Nam 1918, sau khi Birc thua Thé chién thir nhat, Strasbourg lai dwoc tra vé cho Phap.

6



Trudng Dai hoc Gottingen dén chao David Hilbert vao mua Xuan nam 1895. Trai
v@i thai dd nghiém trang cé phan xa céch cla gido su Klein, thai d6 cha Hilbert doi
V@i sinh vién than thién va gan gilii hon. Réi thi sinh vién bj cuén hat bdi nhitng
bai gidng day y twdng va phuong phdp mdi la mét cach vé cung an tugng cua
Hilbert.

Die Theorie

der

algebraischen Zahlkorper.

Bericht,

erstattet der 1 sch Matl iker-Vereini;

\\\\\

David Hilbert.

v
An ban d3u tién in n3m 1897 cta tac pham Die Theorie der algebraischen Zahlkérper.

Ta con nhd ndm 1893, Hoi Todn hoc Pirc (DMV) giao cho Hilbert va Minkowski viét
mot bdo cdo vé Ly thuyét s6. Céng viéc cia Minkowski cd vé nhu bi chadm lai vi
mot |i do nao do, trong khi Hilbert d3 hoan tat phan viéc cha minh vao gitta ndm
1896. Ho déng y cho cdng bd phan Hilbert d3 viét xong vao nam 1897. D6 chinh
la cuén sach danh tiéng Die Theorie der algebraischen Zahlkérper (Ly thuyét
truong cdc s6 dai s6). Hermann Weyl viét vé tac phdm nay nhu sau: “Nhirng gi
Hilbert dé& lam dwoc nhiéu hon lad mong doi cua Hi Todn hoc Burc. That véy, déy
la mét hat ngoc trong tai liéu sdch vd todn hoc (mathematical literature). ThGm
chi cho téi ngay nay, sau hon nira thé ky, viéc nghién ciru cuén sdch ndy vén can
thiét cho nhirng ai muén thdu hiéu ly thuyét vé cdc s6 dai s6.” (Hermann Weyl.
David Hilbert and his mathematical work.)

Sudt trong hai ndm ké tiép, Hilbert chi néi va viét vé cac trudng s6. Bai bdo cudi
cung va ciling 1a bai bdo quan trong nhat cda Hilbert vé 13nh vuc nay cong b6 ndm
1899 néi vé ly thuyét md rong Abel cla cac trudng so, nén tadng cla 1ép truong
(class fields). Néu nhu trwdc day Hilbert néi két thac viéc nghién ciru Ly thuyét



bat bién (dong van dé lai), thi nay vdi viéc nghién ctru Ly thuyét trwedng cac sé dai
s0, Hilbert d3 m& tung canh clra nay ra. Chi can nhin nhitng gi mét sé céc nha
Toén hoc cta vai muoi ndm sau lam thi thay ngay:

Teiji Takagi (1875 — 1960), nha Toan hoc Nhat, hoc va giang day tai Gottingen, vé&i
Dinh ly vé sy tén tai (Existence Theorem) cho nhitng m& réng Abel.

Helmut Hasse (1898 — 1979), nha Toan hoc DPurc, hoc va giang day tai Gottingen,
vGi Phuwong cdch “dai sé don gidn” tiép can ly thuyét I6p truwdng (The “simple
algebra” theoretic approach to class field theory).

Emil Artin (1898 - 1962), nha Toan hoc Durc, hoc tai Gottingen, giang day tai
Hamburg va Princeton (MY), v&i Ludt nghich ddo Artin (the Artin Reciprocity Law).

Claude Chevalley (1909 — 1984), nha Toan hoc Phap, hoc tro cha Artin tai
Hamburg, mét trong nhitng ngudi sang 1ap nhom Bourbaki, vai Ly thuyét Iop
trwong mé réng Abel vé han chiéu (The class field theory for infinite abelian
extensions).

Teiji Takagi (1875-1960) Helmut Hasse (1898-1979).

Emil Artin (1898-1962) Claude Chevalley (1909-1984).



Thoi gian tir 1898 dén 1902, Hilbert chuyén sang nghién ctu nén tdng cda Hinh
hoc. Ong bj thu hat bdi y tuwdng tién dé héa. Véi cach ti€p can tién dé héa, Hinh
hoc tré thanh mdt hé thdng suy dién gid dinh (hypothetico-deductive system).
Khong can thiét phai biét diém, duwdng thang va mat phang 1a gi. Nhirng gi can Ia
thiét 1ap mot hé thong tién dé thda nhitng diéu kién phi mau thuan (consistency),
ddc 1ap (independence) va day du (completeness). Réi tir d6 ngudi ta co thé ly
ludn thuan tay hinh thire, dan ra dwgc nhitng dinh ly va chirtng minh duoc ching,
ching cé thé dp dung cho tap hop nhitng cdi ghé&, nhitrng cdi ban, nhitng ham sg,...
Dung hé théng ly ludn nhu thé, Hilbert cho thay Hinh hoc phi Euclid cling chat ché
nhu Hinh hoc Euclid va cling chat ch& nhuw Ly thuyét s6 vay.

FESTSCHRIFT
ZUR FEIER DER ENTHULLUNG DES G
DENKMALS IN GOTTINGEN. HERAUS(
DEM FEST-COMITEE. I THEIL.

JSS-WEBER-
EBEN VON

GRUNDLAGEN DER GEOMETRIE

Dr. DAVID HILBERT,

0. PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT GOTTINGEN.

MIT 50 IN DEN TEXT GEDRUCKTEN FIGUREN

&

LEIPZIG,
VERLAG VON B. G. TEUBNER.

1899.

T4c pham Grundlagen der Geometrie 3n ban dau tién in ndm 1899.

Nam 1899, Hilbert xuat ban cudn Grundlagen der Geometrie (Nén tang cua Hinh
hoc). Tac pham nhanh chdng ndi tiéng. Henri Poincaré binh luan: “Hilbert dé buéc
mot buoc dai trong ldnh vuc lugn ly Todn hoc.” That vay, khong nhirng Hilbert
déng gop ly luadn chit ché qua phuong phap tién dé vao 13nh vuc Hinh hoc, ma
phuong phdp tién dé héa nay va tinh chat ch& cla ndé cé anh hudng trén nhiéu
I3nh vue khdc cda Todn hoc sau nay nita: Bai s6 (Nhém, Vanh, Trudng), Gidi tich
(Khéng gian Hilbert, Khéng gian Banach),...


https://en.wikipedia.org/wiki/Grundlagen_der_Geometrie
https://en.wikipedia.org/wiki/Grundlagen_der_Geometrie
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Trong khi van ti€p tuc nhién ciru Hinh hoc, ndm 1899 Hilbert cong bé mot két qua
c6 th& xem nhu “cru” cdi nguyén tac ndi tiéng cta Dirichlet (nguyén tac nay lién
quan dén cach giai bai toan gid tri bién ctia phuong trinh Laplace), Riemann van
thuong dung trong cac céng trinh cia minh, nhung sau dé Weierstrass da chi ra
rang nguyén tac Dirichlet khong phai ludn ludn cé gia tri.

Cudi nam 1899, Hilbert mé& 1&p vé phép tinh bién phdn (Calculus of variations).
Nha Toan hoc 37 tudi clia chung ta lGc ndy that chin chan nhung van con tran day
sinh dong nhu thoi & Kénigsberg. Ong da dé lai nhiéu an twong va sy ngudng mo
cla hoc vién. Max von Laue (1879 — 1960), mot nha Vat ly D, giai Nobel nam
1914, hoc tro cla Hilbert thoi gian nay, néi: “Trong tri téi, con ngudi nay la mét
thién tai vi dai nhdt ma téi tirng biét.” (Constance Reid. Hilbert).

4. Twong lai ctia Toan hoc

Mét trong nhitng danh dy I&n nhat cda mot nha Todn hoc trong sudt cudc doi 13
dwoc moi doc bai dién van chinh thirc trong Pai Hoi Cac Nha Todn Hoc Thé Gidi
(ICM) méi bon ndm hop mot 1an. Ky Pai Hoi dau tién (1896) danh dy dy danh cho
Henri Poincaré. Dai hoi [an th hai (1900), danh dy ay thudc vé David Hilbert, day
la cdch ma thé gidi cong nhan nhirng thanh tuu to I&n trong lanh vwc Todn hoc
cla David Hilbert. Bai dién van cla Hibert néi tiéng trong lich s& Toan hoc nhu 13
mot |&i tién tri va khdc hoa nhitng gi cdc nha Toan hoc sé phai lam trong twong |ai.
Ngay nay, hon mot 100 ndm d3 di qua, nhin lai ta thay qua that rat nhiéu van dé
clia Toan hoc d3 dién ra ding nhu Hilbert d3 vach ra. Dudi day ching téi trich
dich mot doan trong bai dién vin ndi tiéng ay.

“Lich st dd cho ta thdy sw phdt trién cla Khoa hoc d lién tuc. Chung ta biét rang
méi thoi ky cé nhing bai todn ma thoi ky ké tiép phdi gidi, hodc Ia dé ching qua
mot bén, thay thé bang nhitng bdi todn khdc. Néu ching ta muén hinh dung suw
phdt trién cua Todn hoc trong twong lai gén, ching ta phdi bé qua nhi¥ng bai todn
con tén dong trong tri va chi y vao nhitng bai todn ma Todn hoc hém nay dét ra
cho twong lai phdi gidi.

Chung ta dang budc vao thé ky 20, diung la lic ching ta phdi nhin ra nhitng bai
todn nay. That vy, sw phén chia thé ky khéng nhitng cho phép ching ta nhin lai
qud khir ma con dwa tu twong chung ta vao tuong lai.

Vai trd to I6n cla cdc bai todn déi vdi sw phdt trién cda Todn hoc va dnh hudng
ctia mét sé bai trén sw nghién ctru cda cdc nha Todn hoc ld khéng thé chéi cdi duorc.
Khi ma mét nganh Todn hoc ndo d6 néy sinh ra nhiéu vén dé thi ré rang la nganh
Todn hoc dé dang phdt trién phong phu. Nguworc lai, ngdnh Todn hoc nao thiéu van
dé mdi thi, hodc la né phdt trién chém, hodc la né dang dirng lai (chét). Ciing nhw
trong cudc séng, con ngudi cdn phdi cé muc dich dé theo dudi, cdc nha Todn hoc
cling cén phdi cé nhitng bai todn dé gidi. Strc manh cda nha Todn hoc thé hién qua
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viéc nghién ctru tim ra 107 gidi. R&i s€ phdi cé nhitng phuong phdp mdi, nhitng
cdch nhin mdi, va cdc nha Todn hoc sé tim ra nhi¥ng chdn troi maéi.”

Hai muoi ba (23) bai todn duoc Hilbert néu ra trong dip nay, nay ta goi la hai muoi
ba bai todn Hilbert. Nhitrng bai todn nay cé mét vai tro quan trong trong sy phat
trién Todn hoc ké tir khi né duoc Hilbert céng bé. “Cdc nha Todn hoc ching téi
thuong do lwdng su tién bé cia minh bdng cdch xem xét nhi¥ng gi minh da lam
dugc déi chiéu véi nhitng vén dé Hilbert dé ddt ra.” (Hermann Weyl. A half
century of Mathematics.) Danh sach cac nha Todn hoc déng gép cong strc tim cach
gidi cac bai todn nay hau hét 1a nhitng nha Todn hoc hang dau, qué kh cling nhu
hién tai.

Mbi bai todn déu duoc phat biéu mdt cach don gidn. Gia thuyét continuum (Bai
toan 1), tinh phi mau thuan ctia S6 hoc (Bai toan 2), van dé tién dé héa Vat ly (Bai
toan 6), tinh siéu viét cia mot s6 con so (Bai toan 7), gia thuyét Riemann (Bai toan
8), luat nghich dao (Bai toan 12), mat tdi thiéu (Bai toan 20): tat ca nhirng bai toan
nay va mot s6 bai khac nira 1a nhitng khiic quanh 6 tinh chat ban 1& cho sy phat
trién Toan hién dai. Moi ngudi déu cong nhan rang phai cé con ngudi tam c& nhw
Hilbert mé&i c6 thé nhin ra diéu ay°.

Dau thé ky 20, Hilbert giang day vé phwong trinh tich phdn va ly thuyét thé vj
(potential theory). Bay gi®& 6ng néi ti€ng dé&n ndi sinh vién tir nhiéu noi trén thé
gidi, ké cd My, tim vé Géttingen nghe 6ng giadng. Tap chi Bulletin of the American
Mathematical Society (tap chi cha Hoi Todn hoc My) vira méi thanh lap, thuwong
xuyén dang bai giang md&i nhat cda Hilbert. Mét s6 Han LAm Vién cé tiéng bau éng
vao lam thanh vién. Cé cd mdt sd nha Todn hoc da (hodc s&) thanh danh cling tim
vé Gottingen dé nghe 6ng, trong dé cé Erhard Schmidt!!, Carathéodory'?, Takagi,
Blumenthal'3, Zermelo!4, Max Born'®, va Hermann Weyl.

Nam 1902, do su van dong cua Hilbert, Minkowski tir Zurich chuyén vé Géttingen.
Sau nhiéu ndm xa cach hai ngudi ban than thiét lai gdp nhau, lai cuing nhau dam
dao d0 moi chuyén nhuw ngay xua. Theo goi y cia Minkowski, Hilbert bat dau

10 Ching toi s& c6 danh sach day dd 23 bai toan Hilbert trong phan Phu Luc & cudi bai viét.

11 Erhard Schmidt (1876 - 1956), nha Toan hoc Birc, hoc & Géttingen, giang day & Berlin, c6 nhiéu dong gép trong
I3nh vuc Gidi tich, Topology, Ly tuyét sé.

12 Constatin Carathéodory (1873 - 1950), nha Todn hoc Dirc-Hy Lap, hoc & Goéttingen, gidng day & Berlin, Munich,
c6 nhidu déng goép trong |3nh vic Ly thuyét ham.

13 Otto Blumenthal (1876 - 1944), nha Toan hoc Dirc, hoc trd cla Hilbert & Géttingen, chuyén nghién ciru vé Ly
thuyét s6.

1 Ernest Zermelo (1871 - 1953), nha Toan hoc Dirc, hoc & Géttingen, déng tac gia tién dé Zermelo-Fraenkel cla Ly
thuyét tap hop.

15 Max Born (1882 - 1970), nha VAt ly hoc Dirc, hoc va giang day & Gottingen, gidi Nobel 1954.
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chuyén sang nghién clru Todn-Vat ly, bd mén éng ciing rat thich thd va cé nhiéu
kha nang, chi sau Ly thuyét sé. Riéng Minkowski, tir ngay sang Zurich giang day,
ong da chuyé&n han sang bé mon nay, va chinh Minkowski 18 nguwoi d3 dwa thém
chiéu thoi gian vao khdng gian ba chiéu thdng thudng cha ching ta thanh khéng-
thoi-gian (space time) (bén chiéu), lam bé phdng cho ngudi hoc tro tén la Albert
Einstein, vai ndm sau bay vut Ién troi cao bang Ly thuyét tuong déi (réng) cla
minh.

Cudc hdi ngd khong kéo dai duoc lau. Thang 1 nam 1909, gilra cudc trd chuyén
thudng ngay gitra hai ngudi, bdng Minkowski 1én con dau bung dit déi. Vai ngay
sau 6ng qua doi: bénh vién chan doédn éng bi bién chirng ruét duw. Trong birc thw
gai cho Hurwitz, Hilbert viét: “Gilta thoi ky sung mén nhdt cho céng viéc, giira dinh
cao cuda s nghiép, gitra tubi doi dep nhét dé vui séng, thi Minkowski dé ra di.”
Ngay hém sau khi Ién |&p théng béo tin budn cho sinh vién, Hilbert d3 khéc.

5. Van dé nén tadng cla Toan hoc

Trong thoi gian Thé chién thi nhat, Hilbert ti€p tuc nghién clru vé Toan-Vat ly.
Cling trong khoang thai gian nay, Emmy Noether'® dwoc tuyén lam gidng vién tw
(Privatdozent) & Pai hoc Géttingen. Ba trd thanh ngudi nir giang vién Pai hoc dau
tién trong lich st Pai hoc Dirc mic du ltc dau sy tuyén dung cha ba bi kha nhiéu
ngudi chéng d6i, nhat 1a phia hanh chdnh quén tri. Ba twong trung cho thé hé cac
nha Toan hoc mai tai Géttingen, ghi ddu 4n khéng chéi cdi dugc cho nén Toan hoc
twong lai trwdc mat cla thé ky 20. Trong s6 sinh vién dén hoc véi ba cé Bartel van
der Waerden dén tir Ha Lan va Emil Artin dén tir Ao. Chinh “bd ba” nay da khac
hoa rd nét cho bé mén Dai sé sau nay goi la Dai s6 Hién dai (Modern Algebra).

| 7\’-_ ; : - ¥ , - l
Emmy Noether (1882 — 1935), nit giang vién Pai hoc dau tién trong lich st Dirc.

16 Emmy Noether (1882 - 1935), nha nit Toan hoc Dirc, hoc tai Géttingen, gidng day tai Géttingen va tai Bryn Mawr,
Pennsylvania, M§. Ba déng gép vao su hinh thanh va phat trién Dai s6 Hién dai (Modern Algebra).

12
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Sau Thé chién thir nhat, Hilbert chuyén sang nghién ctru vé nén tdng cua Todn hoc
(The foundations of Mathematics). Khodng dau ndm 1900, Hilbert cé chi ra rang
Hinh hoc cling chit ché& va phi mau thuin (consistent) nhuw S8 hoc vay. Nhung S
hoc chit ché& va phi mau thudn nhu thé ndo? Cau hdi nay dwoc Hilbert néu ra trong
Bai todn s6 2 trong danh sach 23 bai toadn cla thé ky. Thé con Ly thuyét tap hop?
Ly thuyét nay duwoc Georg Cantor?’ gidi thiéu va phat trién & cudi thé ky 19 va bj
nhiéu phé binh va chéng déi, nhat la tir hai nha Toan hoc hang dau thoi ay la
Kronecker (Dtrc) va Poincaré (Phép) chi trich kich liét nhat vi nhitng tw mau thuan
(antinomies) trong chinh ly thuyét dy. Hilbert hoan toan ding vé phia Cantor (sé&
trinh bay & doan sau).

Hilbert luén la ngudi lac quan cdi mé trong quan diém triét ly Todn hoc. Tw lau
dng van chéng lai tv tudng cla Kronecker. Kronecker cho rang cac s6 nguyén tao
nén nén tang cho S6 hoc, va vi thé chi nhitng tiéu chi nao xay dwng trén mot so
hitu han cac s6 nguyén thi mai cé thé tén tai. Twong ty nhu vay, dng ludn tin
twdng rang sy phi mau thuan ctia S6 hoc —va do dé clia Todn hoc —mdi cé thé cho
ta mét chirng minh todn hoc chat ch&. Tai Dai Hoi Qudc té€ cdc nha Toan hoc t6
chirc tai Heidelberg (Ptrc) ndm 1904, Kronecker phat biéu nhirng y kién nay va
nhan manh rang Todn hoc can phai cé mot nén tang.

f

God made the integers, man
made the rest.

~ Leopold Kronecker

AZ QUOTES

Cham ngbn cla Kronecker:

“Thuwong dé lam ra cdc sé nguyén, con ngudi lam ra cdi con lai.”
Tréi lai v&i Kronecker — ngudi c6 xuy cho y twdng can phai gidi han Todn hoc va
phuong phap toan hoc — Hilbert, cung véi Cantor, tin twdng rang ban chat cda
Toén hoc la tu do, néu khdng cé tu do, su phat trién mot cach lién tuc cla Toén
hoc bi de doa. Phat biéu y twdng trén trudc Dai H6i 1904, Hilbert d3 rat |a can
ddm. Noéi chung, cdm tinh danh cho Thuyét tdp hop cha Cantor lic bay gio khéng
nhiéu, mdt phan vi né mai va la, lai chita mdt s6 mau thuan ndi tai (antinomies),
mot phan khac vi sy “tan cdng” di¥ d6i cha hai nha Todn hoc hang dau thé gidi la
Kronecker va Poincaré.

17 Georg Cantor (1845 - 1918), nha Toan hoc Dirc, dugc biét tdi nhiéu nhat vi [a nguwdi sang 1ap nén Ly thuyét tap
hop. Do bi qud nhiéu chdng d6i va do hoan canh riéng, ng bi suy sup tinh than va qua doi trong bénh vién tdm
than.
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Trong khoang nhirng ndam 1920’s, nghién clru vé nén tang Toan hoc cé phan “roi
loan”. Russell'® va Whitehead!® xuat ban cuén Principia Mathematica véi y dinh
dat Toadn hoc trén nén Ludn ly (Logic). N6 luc nay khdng thanh cdng va nhan dugc
nhiéu y kién trdi nguoc. Brouwer?® tir bd nghién clru Topology rat thanh cong dé
“nhay vd” lanh vuc triét ly Todn hoc véi rat nhiéu nhiét tinh. Ong cd vii thuyét
true gidc (intuitionism), tham chi doi bd nguyén ly co ban cua luén ly: nguyén ly
khir tam?? (the principle of excluded middle). B6i vdi Hilbert, néu quan diém cla
Brouwer dugc thuc hién thi phan |&n Todn hoc c6 dién phai viét lai va thuyét tap
hop v han cla Cantor phai bé di. Sy gidi han nay kinh khing qua, khéng thé chap
nhan duoc.

Georg Cantor (1845 - 1918), cha dé cla Ly thuyét tép hop vé han.

DE giai van dé nén tang cla Toan hoc mdt cach thoa dang, Hilbert dé nghi hinh
thirc héa Todn hoc (to formalize mathematics) bang cach dua vao ky hiéu cho cac
khai niém va mdi quan hé, va nhitrng tién dé cho ly thuyét téng quat toan hoc, roi
thi, nhd vao nhitng nguyén ly ctia luan ly, suy dién ra nhitng dinh Iy véi sy tham
dy cla cac ky hiéu d3 duoc dua vao. Y twdng nay 1am cho ta nhé lai cdch ma
Hilbert d3 lam khi d3t nén tang cho Hinh hoc. Nhwng chwong trinh nay cta Hilbert
qua la c6 nhiéu tham vong. Trudc tién Hilbert dé nghi phai chirng minh sy phi
mau thuan clia S6 hoc, cta Ly thuyét tap hop, va do dé clia Toan hoc, roi sau dé
chirng minh tinh déy du (completeness) clia chiing bang cach hinh thirc hda nhu
trén.

18 Bertrand Russell (1872 - 1970), nha Triét hoc ngudi Anh, giang day tai Dai hoc Cambridge va Harvard, Nobel Vin
hoc 1952.

19 Alfred North Whitehead (1861 - 1947), thay cGa Russell tai Cambridge, sau nay dng qua day tai Pai hoc Harvard.
20 Tan d&y dd ctia nha Todn hoc ngwoi Ha Lan nay |a Luitzen Egbertus Jan Brouwer, thwong goi tat 1a L.E.J. Brouwer
(1881 - 1966). Ong nghién cru va cé mdt s6 thanh qua trong lanh virc Topology va triét ly Toan hoc.

21 Nguyén ly khir tam néi rang bdt cir mét phdt biéu ndo déu hodc ding hodc sai (d6c 1ap v&i sy hidu biét clia con
nguaoi).
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Ngudi ta cé thé nhin thdy & day sw khac biét rd rét cla hai cach di tim nén tang
claToan hoc. M6t bén |a Poincaré va Kronecker: “Ly thuyét tép hop la mét trwong
hop bénh ly thu vi. Cdc thé hé sau sé phdi chita cdn bénh nay.” (Henri Poincaré.
Oeuvres, vol 5). Bén kia la Hilbert va nhirng ngudi Gng hé éng: “Ly thuyét tdp hop
cta Cantor lad mét sén phdm Todn hoc ky diéu, mét trong nhitng thanh quad tuyét
voi cta sw théng minh cua con ngudi. Khéng ai cé thé dudi chung ta ra khéi cdi
thién duwong tri tué ma Cantor dd xdy dung cho chung ta.” (David Hilbert. On the
Infinite. Mathematisch Annalen, vol 95. 1926).

Kurt Gédel (1906 — 1978), nha Todan hoc, Luan ly hoc, nguwoi Ao, sau sang lam
viéc tai My (IAS), dugc coi nhu |a mét trong sé rat it nha Luan ly hoc tdm c& nhét
cla lich s& Todn hoc. Ong 13 tac gia cac Dinh ly Bat toan (Incompleteness
Theorems) ndi tiéng trong nhirng ndm 1930.

Sudt thoi ky 1920 — 1930, Hilbert va céc hoc tro cla 6ng la Ackermann 22 va
Bernays?® cung vdi nha Toadn hoc tré tudi John von Neumann??4, phét trién mot ly
thuyét dwoc goi 1a Ly thuyét chirng minh nham muc dich nghién ctru phuong phap
chirng minh tinh phi mau thuan cla nhitng hé théng hinh thirc. Nhuwng vao ndm
1931 n6i lén mot sy kién bat thwdng thu vi lam khwng lai cdng viéc cha nhdm nay.
Mot nha Toan hoc va Luan ly hoc nguoi Ao con rat tré - ndm ay mdi 25 tudi - tén
la Kurt Godel (1906 - 1978), chirtng minh dugc rang bt cir phép tién dé héa nao
cta S6 hoc ciing nhét thiét la bdt toan, va do dé tinh phi méu thuén cla S6 hoc
khéng thé chirng minh dugc trong hé théng tién dé cho du hé théng tién dé nay
phi méu thuén.

22 Wilhelm Ackermann (1896 — 1962), nha Toan hoc Dirc, nghién ciru vé Luan ly toan.

23 Paul Bernays (1888 - 1977), nha Todn hoc Birc, g6c Thuy Si, nghién ctru vé Luén ly toan.

24 John von Neumann (1903 — 1957), nha Toan hoc My, géc Hungaria, c6 nhiéu dong gép cho Toan ly thuyét, Toadn
ap dung va Khoa hoc may tinh, mét trong nhitng ngudi thanh 1ap Vién IAS.
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Mac du cé bi tré ngai nhung ndm 1936, Gentzen?®, mot thanh vién cia nhém
Hilbert, bang cach dung phuong phap qui nap siéu han (transfinite induction),
chirng minh duwoc tinh phi mau thuan ctia Ly thuyét s6, va do dé Ly thuyét tap hop,
nhung diéu nay vuot qua gidi han cho phép cla chwong trinh Hilbert. Dudinhirng
no lyc cha Zermelo, Fraenkel?®, von Neumann, Gédel, va méi day c6 Cohen?’, ho
d3 lam cho Ly thuyét tap hop nd hoa va trd thanh moét 1anh vie khéng thé thiéu
clia Toan hoc. Vé diém nay, Hilbert va trwdng phai clia 6ng da thang Poincaré,
Kronecker va nhitng nha Toan hoc bao thd mét cach ro rét.

6. Thoi ky cudi devi

Stre khoe cua Hilbert xu dan gitra nhitng nam 1920’s. Tlr ndm 1928 trd di, hoat
déng nghé nghiép cua Hilbert coi nhw chdm dirt. Trong bai dién van gid tir danh
d4u 35 ndm hoat ddng khdng mét mai cho sy phat trién Toan hoc, Hilbert nhac lai
Ly thuyét cdc b3t bién cta thud ban dau. Cling nhan dip nay, mét con dudng trong
Dai hoc Goéttingen dugc dat tén Hilbert, va 6ng cling duwoc thanh phé Géttingen
tang bang cong dan danh du.

D

i

Con duong mang tén David Hilbert trong BH Gottingen.

Nam ky niém sinh nhat 70 tudi cha Hilbert 1a ndm khéi dau su bat hanh cho nuéc
Dlrc néi chung va cho Dai hoc Gottingen néi riéng. Thang 1 nam 1933, Adolf Hitler
lén nam chinh quyén. Lap ttrc cé 1énh theo dé moi gidng vién gdc Do Thai (hodc
cé lién hé gia dinh v&i ngudi Do Thai) & tat ca cac Pai hoc cia Blrc déu phai ngung
day va ra khoi nganh. Trong vong vai thdng sau d6, nhiéu nha Todn hoc va nha
Khoa hoc roi khéi Gottingen, trong s6 d6 ¢ Richard Courant?®, Edmund Landau??,
Emmy Noether, Paul Bernays, Max Born, Hermann Weyl va nhiéu ngudi khic. Mot

25 Gerhard Gentzen (1909 — 1945), nha Todn hoc va Luan ly hoc Birc.

26 Abraham Fraenkel (1891 - 1966), nha Todn hoc Do Thai, cling v&i Zermelo, cing ¢ Thuyét tap hop.

27 paul Cohen (1934 - 2007), nha Toan hoc MY, gido su Pai hoc Stanford, California, Huy chuwong Fields 1966.

28 Richard Courant (1888 - 1972), nha Toan hoc My géc Dirc, d3 tirng giang day tai Gottingen, di cw qua M§ trong
thoi gian Thé chién thi hai, nghién cru vé Todn &ng dung va mat tdi thiéu.

2 Edmund Landau (1877 - 1938), nha Toan hoc Drc, gidng day tai Géttingen, chuyén vé Ly thuyét s6 va Giai tich
phtrc.
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s thi tim dwong qua My, Thuy Si, hodc cédc nudc phuwong Tay khac, con mét s6
con luu lai Birc nhung khdng con cong viéc gi nira.

Hilbert bat dau cudc séng c6 don. Tri nhd cla dng kém dan. Khi cé khach tdi
thdm, 6ng l3ng nghe mot cach chdm chd, lich sy, nhung tra 161 vo hon, khéng dinh
dang gi tdi cau hoi.

Mua Xudn ndm 1943, Hilbert qua doi, tho tudi 81.

Hermann Weyl, khi 8y & Princeton, trong mét birc thu géi cho ba (gdéa) Minkowski,
c6 doan viét: “Cdi chét cua Hilbert goi lai trong tri téi nhitng ngdy & Géttingen.
Thoi gian @y, téi dwoc may mdn I6n lén, dwoc hoc tdp va lam viéc bén canh Hilbert
va chdéng ba khi ho dang & dinh cao cua sw sung mén tri tué. Toi tin rdng it c6
truong hop hai nha Todn hoc tdi ndng, cé anh hwdng to Ién trén nhiéu thé hé sinh
vién, lgi cé co héi lam viéc chung vdi nhau nhuw v@y. DO la thoi gian tht tuyét voi.”
(Constant Reid. Hilbert).

Anh sang d3 tda sang tir Pai hoc Géttingen sudt trong gan nlra thé ky, nay d3 tat,
va Gottingen chim trong bau troi den téi cha Dlrc Qudc xa.

Nhirng gi Hilbert dé lai cho thé gidi Todn hoc that 13 to I&n. Hilbert |a ngudi khdng
c6 thanh kién vé tudi tac, vé ching tdc, vé qudc tich, va vé gidi tinh. Da&i vdi Hilbert,
chi ¢ hai loai nguoi, loai lam viéc va tao ra thanh qua, va loai khéng lam gi ca.
Ong ludn ludn chap nhan cai mdi, khéng cé thai do “ké cd” coi thudng nhitng
ngudi chuwa cé tén tudi, nhw mot s6 ngudi ndi tiéng san sang dé biu, phl nhan
nhitng gi ho chwa hiéu hodc khdng hiéu. Chung quanh 6ng qui tu rat nhiéu cac
sinh vién xuat sdc, cac ngdi sao dang 1én, ho ludn ludn duoc Hilbert goiy, chi day,
hwéng din vai tdm long rong m@. Anh hudng cla 6ng tda rong ra khdp moi noi.
Cé thé néi Vién Nghién Ctru Cao Cap Princeton (IAS) dwoc thanh 1ap ndm 1931 va
c6 dugc uy tin nhw ngay hdm nay chinh 13 mét bang chirng clia uy tin va anh huéng
cla Hilbert da vuot ra khoi nuéce Dire.

WIRMUSSEN WISSEN

WIR Wi RIEN WISSEN
Fencia i sy
[y e i R S T o EED TN o e
= : X % = o R e

Trén tdm bia md cta David Hilbert ngudi ta ghi cAu ndi ndi tiéng cha 6ng, dich la:
Chung ta phai biét. Chung ta sé biét.
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PHU BAN

Hai mwoi ba bai toan cua Hilbert

Il n’y a pas de problémes résolus; il n’y a que des problémes plus ou moins résolus.

Henri Poincaré.
(Khéng c6 nhitng bai todn dugc gidi xong; chi ¢6 nhitng bai todn dugc gidi nhiéu
hay la it ma théi.)

Ngay 8 thang 8 nam 1900, trong Pai HOi Cac Nha Todn Hoc Thé Gidi lan thi hai
hop tai Paris, David Hilbert cé dua ra 23 bai todn dinh huwdng cho cac nghién clru
tuwong lai. Cac baitodn nay bao quat nhiéu Ianh vue, ndi lén tam nhin cé tinh cach
chién lvgc ca mot nha Todn hoc vi dai. Tim cédch gidi cac bai todn nay, cidc nha
Toén hoc d3 thic ddy mot cach dang ké sy phat trién cla Toan hoc trong suét hon
100 nam sau. Hién nay con mot s6 van dé van chua duoc giai quyét xong, ching
van con |13 dong luc tiép tuc thic ddy cac nha Toan hoc thé hé ndi tiép tim toi,
kham pha.

Chung t6i s& trinh bay co tinh cich théng tin ndi dung céc bai todn nay dén ban
doc, nhitng gi cdc nha Todn hoc da lam duoc, nhitng gi chua. Chung toi khéng co
tham vong binh lun siu réng vi cé nhiéu van dé cac bai todn néu ra & ngoai pham
vi chuyén mén clia ching toi.

Bai toan 1: Gia thuyét continuum clia Cantor: Moi tédp hop con khéng dém duoc
cua tdp hop cdc sé thuc cé cung luc lwgng vdi tdp hop cdc s6 thuc, nghia la:

280 — N,

Gia thuyét nay d3 duoc kiém ching chua?

Trong ly thuyét tdp hop c8 dién, cau trd 16i 13 khdng quyét dinh duoc
(undecidable). Gédel chirng minh |a khdng thé bac bo (1940). Cohen chirng minh
la khéng thé chirng minh dugc (1960).

Bai toan 2: C6 thé chirng minh tinh phi mau thuan cla s& hoc dugc khong? Néi
cach khdc, hé théng tién dé xac dinh cdc s6 nguyén cé phi mau thuin khong?
Cau tra 161 clia Godel (1931) |a: ngudi ta khéng thé chirng minh sw phi mdu thudén
cla sé hoc bang cdch chi dung nhirng tién dé cla sé hoc.
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Bai toan 3: C6 hai khdi da dién cung thé tich. Ngudi ta cé thé phan chia khéi da
dién nay thanh mot s hiru han khéi da dién nho dé khi rap lai ta dugc khéi da
dién kia khéng?

Cau tra 101 13 khéng. Ngudi dau tién chirng minh dugc digu nay vao nam 1902 13
Max Dehn (1879 - 1852), mot hoc tro cla Hilbert.

Bai todn 4: Tim tat ca nhitng loai Hinh hoc theo d6 khoang cach ngin nhat giita
hai diém 13 nhitng doan thang.
Cau héi nay da duoc giai bdi George Hamel (1877 — 1954).

Bai toan 5: Nguoita cé thé |dy gid thiét cé dao ham ra khoi dinh nghia cda nhém
Lie duwgc khong?
Cau tra 161 1a khdng dinh, theo dinh ly Gleason-Zippin-Montgomery (1952).

Bai toan 6: Co thé tién dé hoa (mdt cach toan hoc) Vat ly dwoc khéng?

Cau hdi nay trd nén 16i thoi vi sy phat trién qua nhanh cla Vat Iy lam cho hai nganh
Todn va Vat ly tr& nén xa cach (ly thuyét twong déi, co hoc lugng tlr, ddng hoc
chat khi,...).

Bai toan 7: Vé so dai s6 va sb siéu viét: Néu a la s6 dai s6 (khdc0vakhac1l)vab
1a s6 vo ty thi a® cé phai la s6 siéu viét khéng?

Bai todn chi dwoc gidi mét phan bdi Gelfond va Schneider (1931). NGi ré hon, néu
thém diéu kién b |13 s6 v ty dai s6 thi ciu tra 1&i 1a phdi®°.

Bai toan 8: Dy doan Riemann vé nhirng nghiém clia ham Zéta cé diung khéng?
That ra day la m6i quan tdm clha Hilbert vé sy phan phéi cac sd nguyén td. C6 thé
cau héi nay 13 ciu hdéi quan trong nhat trong sé 23 ciu hdi cua Hilbert, cho dén
nay van chua cé |0i giai. N6 dugc xép vao mdt trong 7 bai todn thién nién ky, va
la d6ng lwc cho su phat trién nganh Hinh-dai s& vao sau nhitng ndm sau Thé chién
th hai (A. Weil, O. Zariski, J.P.Serre, A. Grothendieck,...).

Bai toan 9: M& rong luat nghich ddo trong trudng cac sd dai sé.
Bai todn duoc Emil Artin gidi ndm 1927 cho mé réng Abel cac s6 hitu ty, nhwng

trwong hop khong-Abel van con bo ngd.

Bai toan 10: Van dé kha ndng cé thé gidi moét phwong trinh Diophan.

30 Hang s6 Euler dugc dinh bdi: Y = lim (— Inn + Zﬁzli) =0.5772156649... vin con |a mdt bi 4n, cho t&i ngay

n—-oo

nay ngudi ta khéng biét né 13 dai sé hay siéu viét.
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N6i mét cach cu thé hon 1a hdy dua ra mot thuat todn cho phép — sau mét s6 hiru
han budc — cd thé xac dinh dwoc 1a mdt phuong trinh Diophan d3 cho cé thé giai
duoc hay khong.

Cau tra |0i la khéng. Bai toan da dwoc Yuri Matiyasevich (sinh 1947), nha Toan
hoc Nga, chirhg minh dwoc vao nam 1970 (nam 23 tudi).

Bai todn 11: Co6 thé phan loai dang toan phuong (quadratic forms) ma céc hé sé
|4y gid tri trong trudng céc s dai sd khéng?
Bai todn chi duoc gidi mét phan do Hasse (1929) va Siegel (1935).

Bai todn 12: M& rong dinh ly Kronecker trén trudng mé rong Abel céc s dai s
cho bat c trudng co ban nao.

Bai toan chi duoc gidi mot phan do T. Tagaki va Hasse (1922). Van dé nay dan tdi
sy phét trién ly thuyét |&p trudng sau Thé chién thi hai.

Bai toan 13: Khong thé gidi phwong trinh bac bay téng quat bang ham lién tuc véi
hai bién sé.

Bai toan d3 dugc Kolmogorov va mot hoc tro clia 6ng, nha Toan hoc Vladimir
Arnold, chirng minh duoc vao nam 1954.

Bai toan 14: Cho mot trudng K va mdt truong L nam gitra K va K(xg,...,xn), trudng
cac phan sé trén K vdi n bién sd. Giao cta L va vanh da thc K[xy,...,.xa] c6 phai la
mot vanh sinh ra b&i mét s6 hitu han bd sinh (generators) khong?

Cau tra |0i la khong khi Masayoshi Nagata (1927 — 2008), mét nha Toan hoc nguoi
Nhat, dwa ra dwgc moét phan thi du vao ndm 1958.

Bai todn 15: Thiét |ap nén tdng mot cach chat ché Hinh hoc liét ké cda Schubert3'.
Bai todn nay cd thé coi nhu chi gidi dwgc mét phan (Bell 1945, Weil 1950), méc du
cé tién trién mai (Demazure, Fulton, Kleiman, R. McPherson).

Bai todn 16: Nghién clru vé Topology cla cdc dudng cong va cadc mat dai s6 thuec.
Bai todn coi nhu chua giai dugc, mdi chi cé méot vai két qua it di (Shimura 1995).

Bai todn 17: MOt ham hitu ty dwong trén R" cé thé viét thanh téng cda binh
phuong cac ham hitu ty khac khong?

Cau trd |0 1a c6. Emil Artin gidi duwoc ndm 1927. Hon thé nira, mot gidi han trén
(upper limit) cling dworc thiét 1ap cho sé céc binh phwong can thiét.

31 Hermann Schubert (1848 — 1911), nha Todn hoc ngudi Birc.
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Bai toan 18: Bai toan nay gom hai phan.
a. Co ton tai nhitng khéi da dién bang nhau 1ap day khoéng gian 3 chiéu
khong?
b. D& |ap cang day cang t6t khdng gian 3 chiéu bdi nhitng qua cau bang nhau
thi nhitng qua cau nay sé duoc sap x&p nhu thé nao?
Cau tra loi cho a. la c6. Cau hdi dugc giai bdi Karl Reinhardt vao nam 1928.
Cau b., v&i sy tro gilup cta may tinh, duwoc Thomas Callister Hales giai duoc vao
nam 1998.

Bai toan 19: Trong giai tich bién phan, nghiém cuta cac phuong trinh chinh qui ¢
ludn ludn giai tich (analytic) khong?

Cau tra 1o 1a c6. Bai todn duwoc gidi mot cach doc 1ap bang nhitng phuong phap
khac nhau bai Ennio de Giorgi va John Forbes Nash nam 1957.

Bai toan 20: Nghién clru nghiém téng quat cla bai toan gia tri bién (t6ng quat hda
bai todn Dirichlet).

Bai todn d3a duwoc gidi mot phan bdi S.N. Bernstein (1908), hién nay ngudi ta cha y
nhiéu dén trwong hop khéng-tuyén-tinh.

Bai toan 21: Nghién clru su ton tai mot phuwong trinh vi phan tuyén tinh thudc 1op
Fuchs théda mot s6 diéu kién cho san (diém ki di).

Nam 1989, Bolibruch chirng minh dugc khdng ton tai phuwong trinh vi phan nhw
thé.

Bai toan 22: V& sy don tri hda nhitng dudng cong giai tich.
NGi r& hon, tim cach don trj hda cac ham gidi tich phirc bing nhitng ham tu déng
ciu. Bai toan d3 dugc Poincaré giai vao nam 1907.

Bai todn 23: Bai toan nay rat rong, lién quan dén mé rong phuong phép tinh bién
phan, va con réng hon nita la nghién ctru tinh chinh qui (regularity) cla cac
phuong trinh dao ham riéng.

Bai todn nay van con |3 dé tai cho nhiéu nghién cttu tich cwe hién nay.

%k %k %k %k %k %k
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