Nguwd'i xay nén Hinh hoc cho ly thuyét twong ddi cla Einstein:

Bernhard Riemann

Lé Quang Anh, Ph.D.

Bernhard Riemann (1826 — 1866).

Ngay 10 thang 6 ndm 1854, mét s6 cac gido su Toan cla trwong Dai hoc Géttingen,
dudi sy chu tri cha Friedrich Gauss, nha Todn hoc hang dau cda Pirc, tu hop lai dé
nghe mot gidng vién tré tén 13 Riemann trinh bay bai Habilitation lecture! cla
minh. Tiéu dé ca bai néi chuyén 13 Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen (V€ nhitng gia thuyét lam nén tdng cho Hinh hoc). Hau hét déu
khong hiéu nhiéu nhirng gi nha Toan hoc tré tudi ndi, trir Gauss to ra rat an tuong
va thich thd. Va mét diéu bat thuwong nita 13 bai thuyét trinh chi toan bang 1o,
khéng cé mét hinh v&, khong cé6 mot phuong trinh nao trén bang ca. Mét nam
sau d6, Gauss qua doi. Muwdi ndm sau gidi Toan hoc méi bat dau hiéu dan ra ndi
dung clia bai ndi chuyén va ciing chinh ndi dung bai néi chuyén 8y s& mé ra mét
nganh Hinh hoc mé&i — Hinh hoc Riemann - lam nén tang cho Ly Thuyét Twong d6i
cUa Einstein sau nay.

! Trwédc Thé chién thir nhat, & Dai hoc Dirc, mét Tién st phai lam mot cong trinh nghién ciru dé cé thé 13y chirng chi
“Habilitation”, sau dé mdi dwgc tuyén vao lam “Privatdozent”, tirc 1a gidng vién tap su khdng lwong. Tuy nhién
giang vién nay co thé duwoc phép thu hoc phi (khéng nhiéu) cha sinh vién trong I&p cla minh. Mét thoi gian sau,
khi dwoc xac nhan kha nang, gidng vién nay duoc chinh thirc tuyén dung lam “Extraordinarius” (phd gido sw), roi
sau cung la “Ordinarius” (gido su).
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Tén day d0 cla ngudi gidng vién tré ay |a Georg Friedrich Bernhard Riemann. Ong
sinh ngay 17 thang 9 nam 1826 tai Dannenberg thudc vuong qudc Hanover (ngay
nay thudc Lién Bang Dirc). Bernhard Riemann la con thi hai trong sau nguoi con
cla gia dinh mét muc suw Tin Lanh nghéo thudc nhanh Lutheran & dia phéan
Breselenz. Bénh lao |&n quan trong dong ho Riemann chuc chd mang tai hoa dén
cho gia dinh ndy. Me cla Bernhard chét sém, ba chi em gdi cling [an lugt qua doi
khi con rat tré. Bernhard khéng cé strc khoe t6t nhu nhitng dira tré cung trang
Ira, c6 thé do vay nén ciu rut ré nhat nhat va it hda nhap vdi nhitng ngudi xung
quanh.

Ong Friedrich Riemann day cac con & nha vdi sy tro gitp cla mot gido vién dia
phuong tén 1a Schulz. Nam 1840, 14 tudi, Bernhard Riemann md&i dugc gai tdi
trudng Lyceum & Hanover. Thoi gian nay, Bernhard séng vdi ba ndi, réi hai nam
sau - ndm 1842 — ba mat, Bernhard dugc chuyén vé trudng Johanneum
Gymnasium & Lineburg. o Trung hoc, Bernhard la mét hoc sinh cham hoc, gioi
cac mon cb ngit (tiéng Hebrew) va Than hoc, nhwng chua té ra xuat sdc & mon nao
cd. Tuy nhién, Bernhard d&c biét wa thich Toan. Ong Hiéu trwdng nhan ra diéu
nay va cho phép cdu hoc tro dugc ddc cach sir dung sach trong thu vién riéng cta
dng. C6 lan éng cho Bernhard muon tron bd séch vé Ly thuyét s6 cla Legendre?
va Bernhard d3 doc hét 900 trang sach dy trong sdu ngay! 3

Mua Xuan nam 1846, Bernhard Riemann vao Pai hoc Gottingen. Muc su Friedrich
Riemann khuyén kich con trai hoc Than hoc va Bernhard nghe 1&i cha. Tuy nhién,
chang cling c6 ghi tén tham du thém mét vai I&p Todn. Bernhard thich thd dén
ndi — trai v&i ban tinh rut ré nhat nhat — xin cha cho d6i han sang khoa Toan. Ong
Friedrich Riemann bang Idng, va mua sau Bernhard tr& thanh hoc troé cla Moritz
Stern* va Gauss.

Thoi 8y, Goéttingen chua phai |3 trung tdm Toan ndi tiéng nhat mac du & do cé
Gauss. Hon nita, & day Gauss cling chi giang day cac |&p Toan can ban va Gauss
cling chwa nhan biét Riemann 13 ai. MUa Xuan ndm 1847, Riemann chuyén vé Dai
hoc Berlin, & d6 c6 rat nhiéu gido sw ndi tiéng giang day, nhu Jacob Steiner (1796
—1863), Carl Gustave Jacobi (1804 — 1851), Peter Lejeune Dirichlet (1805 - 1859),
Gotthold Eisenstein (1823 - 1852),...Nhitng nha Toan hoc nay khéng nhitng hap
dan sinh vién Blrc ma ho con thu hat nhiéu sinh vién gidi khap Chau Au.

Pay 13 thai gian quan trong nhat trong qua trinh hoc tap cla Riemann. Ong hoc
duoc nhiéu van dé madi vé ham phirc nhiéu bién va ly thuyét vé ham elliptic tir

2 Andrien-Marie Legendre (1752 — 1833) 1a mét nha Toan hoc Phap, cé nhiéu déng gdp trong lanh vic da thirc, cac
phép bién d6i, va ly thuyét s6. Cong trinh cla éng cé nhiéu anh hwéng |1én Galois, Abel va ca Gauss nita.

3Theo J. J. 0'Connor and E. F. Robertson.

4 Moritz Stern (1807 — 1894), nha Toan hoc Birc, gido su tai DH Gottingen. Ong ké vi Gauss trong chirc vu trudng
khoa khi Gauss qua doi.



Eisenstein, nhung ngudi cé dnh huwdng ddm nét nhat 1én su nghiép cda Riemann
chinh 13 nha Todn hoc Lejeune Dirichlet do cach dién dat, cach suy nghi va cach
dat van dé mang phong cach Phap rat phu hop vdi Riemann®.

Gotthold Eisenstein (1823 - 1852) va Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), hai nha Todn
hoc ¢6 anh hudng trén sy nghiép cta Riemann.

N3m 1849 Riemann tré vé lai Gottingen dé lam Tién si dwdi sy huwéng dan cla
Gauss. That ra tai Géttingen dé giip Riemann khdng chi ¢ Gauss, ma con cé
Wilhelm Eduard Weber®, Johann Listing’, hai gido su nay cling cé anh hudng nhat
dinh trén luan 4n clda Riemann nira. Dé tai cia Riemann lién quan dén ly thuyét
ham phtc nhiéu bién, va dac biét la cdc mdt ma nay ta goi la mdt Riemann
(Riemann surfaces). Qua dé tai nay Riemann ciing gidi thiéu phuong phap topo
cho ly thuyét ham phirc. Cong trinh ctia Riemann dugc xay dwng trén nhitng gi
Cauchy d3a lam nhiéu ndm trudc. Tuy nhién, Riemann c6 nhirng nghién ctru riéng,
ddc ddo hon, vé tinh chat hinh hoc cha cac ham giai tich (analytic functions), cac
phép bién ddi bdo gidc (conformal mappings) va sy lién thdng gitta cdc mat
(connectivity of surfaces).

Trong khi chirng minh mot sé két qua, Riemann d3 dung nguyén ly bién phan
(variational principal) ma 6ng ta goi la nguyén ly Dirichlet (Dirichlet principle) ba&i
vi Riemann da hoc duoc nd tlr Dirichlet nhitng ngay & Berlin. That ra, nguyén ly
nay da duwoc Gauss, Green va Thomson dung tir trudc réi. Luan an cla Riemann

5 Trong khoang thoi gian 1822-1826, Lejeune Dirichlet qua Paris, bay gi® 1a trung tdm cla Khoa hoc ndi chung va
Toan hoc néi riéng. Ong cé dip hoc tap va lam viéc véi cic tén tudi lén cha Phap nhu Legendre, Fourier,
Poisson,...Thang 6 ndm 1825, chi mdi c6 20 tudi, 6ng dwgc mdi dén Vién Han LAm Khoa hoc Paris dé trinh bay
chirng minh dinh ly cudi ciing cta Fermat vdi truéng hop n = 5 (Wikipedia).

6 Wilhelm Eduard Weber (1804 —1891), nha Toan-Vat ly Blrc, nghién clru vé Tir va Dién tir hoc.

7 Johann Listing (1808 - 1882), nha Todn hoc Dirc, ngwdi dau tién dung chit Topology dé chi mét nganh cia Hinh
hoc cé tur truwdce Euler.



dugec trinh vao 16 thang 12 nam 1851 va dwoc Gauss cho la “phong phi mét cdach
déc ddo.” (Theo J. ). O'Connor and E. F. Robertson).
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Gauss mudn b6 nhiém Riemann lam giang vién tai Pai hoc Gottingen, va nhu vay
Riemann can phai hoan tat thém mot s& van dé khac dé cé duoc chirng chi
Habilitation, diéu kién cadn cho mdt gidng vién tai cac Dai hoc Dirc thoi d6. (Xem
ghi chl & doan trudc). Riemann d3 mat 30 thang dé soan ra ba dé tai theo diéu
|& cho chirng chi nay. Hai dé tai dau lién quan dén nhirng van dé vé Giai tich ma
Riemann rat tam dic, cu thé 1a ham s6 cé thé biéu dién bang chudi lwong giac
Fourier va diéu kién cho mét ham sé c¢6 tich phan. Dé tai th ba lién quan dén
Hinh hoc. Riemann dé trinh ca ba bai viét cho Gauss dé dng quyét dinh xem bai
sé duoc chon trinh bay cong khai trwdc Khoa va cdng ching. Thong thuong vi
gidm khdo chd tri sé chon bai th&t nhat, nhung Gauss lai chon bai thi ba lién quan
dén Hinh hoc, trai vdi mong doi cia moi ngudi va cta chinh Riemann. Bai thuyét
trinh cé tiéu dé |a Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen
(Vé nhitng gié thuyét lam nén tdng cho Hinh hoc)®. Riemann thuyét trinh bai nay
trudc cong ching vao ngay 10 thang 6 nam 1854. Day la mot trong nhitng bién cd
quan trong trong Lich st Toan hoc.

Ueber
die Hypothesen,

welche der Geometrie zu Grunde legen.
Bernhard Riemann

5 Uber die
T Hypothesen, welche
der Geometrie
zu Grunde liegen

historisch und mathematisch kommentiert
von Jurgen Jost

@ Springer Spektrum

An ban 1867 (PH Géttingen) va &n ban 2013 (NXB Springer).

Tai sao Gauss lai chon bai tht ba (th( yéu) trong ba bai Riemann dé trinh? Lam
sao ai biét dugc Gauss nghi gi. Dedekind, ban va cling 1a déng nghiép cua
Riemann, viét: “Gauss dé phd v truyén théng xwa nay la chu khdo chon bai the
nhét cda thi sinh. C6 thé Gauss mudn biét xem nha Todn hoc tré tudi déi phd vdi

8 C6 thé xem nguyén ban tiéng Dirc (dang pdf) tai day:
https://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Geom/Geom.pdf.
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vén dé khé khédn nay dén mirc ndo.” (Bernhard Riemann’s gesammelt Werke und
swissenschlaftlicher Nachlass. 2" ed. 1892. Trich lai trong The Poincaré
Conjecture by Donald O’shea, p 82). Thoi gian Gauss tiép xuc véi Riemann khdng
nhiéu, nhwng Gauss rat 4n tugng vé luan an Tién si cha Riemann. Con Riemann
chac chan biét qua rd Gauss va biét Gauss c6 nhiéu ham thich vé Hinh hoc ciing
nhu d3 c6 nhiéu khdm pha doc ddo trong Ianh vue nay. Ngoai ra Gauss con tin
tuwdng & Weber (mét trong ba gido su ¢d van cla Riemann), ngudi déng nghiép tai
nang trong lanh vyc Vat ly va Toan hoc, da cung Gauss nghién ctru Hinh hoc phi-
Euclid. C6 thé Gauss mudn biét Riemann chju anh hudng Weber dén mirc nao
chang?

Bai thuyét trinh cda Riemann la mét m& réng cta nhitng loai Hinh hoc ma nguoi
ta biét dwoc cho tdi thoi dy - Euclid va phi-Euclid — dugc trinh bay hau hét bang
chit, khong cé mot ky thuat tinh toadn chuyén biét nao ca. N6i dung nay chinh la
phéc thao cho b6 mén ma ngay nay ching ta goi la Hinh hoc Riemann, va 60 nam
sau tré thanh khung swdn cho ly thuyét tuong déi téng qudt cda Einstein. (Chung
tdi c6 mot phu ban & cudi bai viét, trinh bay nhitng nét chinh yéu cda néi dung
Hinh hoc Riemann danh cho déc gia khéng chuyén.)

O day chung t6i xin muon |oi cla H. Freudenthal trong Dictionary of Scientific
Biography dé néi so luge vé nhirng gi Riemann da trinh bay trong bai ndi chuyén
ay:

Bai néi chuyén gém c6 hai phan.

Trong phan déu Riemann ddt vén dé dinh nghia khéng gian n-chiéu (nay chung ta
goi la khéng gian Riemann), trong Gy cé nhifng dwdng ngdn nhét goi la dudng tréc
dia (geodesic lines), giéng nhw nhirng duwong thdng trong khéng gian Euclid. Tty
dé dinh ra hé toa dé trdc dia va mét metric cho nhifng mdt cong nhiéu chiéu, theo
cdch ma chung ta hinh dung nhitng mdt phdng tiép xuc vdi mdt cong trong khéng
gian Euclid. RO6i thi trén nhitng mdt cong Gy sé xdc dinh nhitng d6 cong, dwong,
ém, hodic béng khéng.

Trong phén thw hai, Riemann ddt van dé vé sw lién hé giita hinh hoc va thé gidi
chiing ta séng. Ong ta héi réng chiéu cla thé gidi that sw trong dé ching ta séng
ld bao nhiéu va hinh hoc ndo cé thé ding dé mé ta thé gidi dy?

N&i dung bai ndi chuyén qud xa so vdi kién thirc ctia cdc nha Khoa hoc duong thoi.
M. Monastyrsky trong Riemann, Topology and Physics viét: “Trong sé6 thinh gid &
duw'di, chi c6 mét minh Gauss o c6 khd néng hiéu thdu va tdn thudng nhitng y nght
sdu sdc cla Riemann. Bai ndi chuyén cla Riemann vuot xa mong doi clia Gauss
va lam cho Gauss hét strc nhac nhién.”



Nam 1855, mot nam sau khi Riemann trinh bay bai Habilitation Lecture nay, Gauss
qua doi.

H. Freudenthal trong Dictionary of Scientific Biography viét: “Sdu muoi ndm sau
ngudi ta mdi thuc sw hiéu hét nhirng gi Riemann da trinh bay. Ly thuyét tuwong
déi téng qudt cta Einstein dd kiém ching nhitng gi Riemann dé& nght ra, mét cdch
rucro.”
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‘ Theorie

der Ahel’schen Functionen

Theorie der Abel'schen Functionen (1857).

Mot cong trinh dang ké ti€p theo cla Riemann la bai bdo xuat hién ndm 1857 c¢é
tiéu dé 1a Theorie der Abel'schen Functionen (Ly thuyét ham Abel). Day la két qua
nhitng bai giang cla Riemann trong nhitng ndm 1856-1857. N&i dung cla bai viét
nay la nhirng nghién clru vé cdc ham Abel va cdc ham theta trén cdc mat Riemann,
néi dai ndi dung d3 dugc Riemann nghién ctu trong ludn an Tién si cda minh.
Riemann xem xét cac ham da tri nhung xem né nhuv la ham don tri trén nhirng
mat Riemann d3c biét. Ong cling giai bai todn ngwoc mot cach téng quat, bai toan
nay da dugc Abel va Jacobi giai cho cac tich phan elliptic.

Thoi gian 8y khéng phai chi mét minh Riemann 1am viéc trén cdc ham Abel nhu d3
ndi & trén ma con cé Karl Weierstrass (1815 - 1897), mot ngudi dwgec ménh danh
la “cha dé” cda Giai tich hién dai, cling nghién ctru van dé nay.

“Ndm 1857, Weierstrass trinh cho Han LGdm Vién Berlin bai nghién ctru vé ham
Abel, thi bai bdo cua Riemann ciing vira xudt hién trén to La Crelle s6 54. Bai bdo
chtra nhiéu diéu rét mdi, rét bat ngo dén néi ma Weierstrass sau khi doc xong, dd
rut bai nghién ctru cua minh lai va sau nay khéng théy cho dédng & déu cd.” (F.
Klein, Development of mathematics in the 19th century).


http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/AbelFn/
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Khi Gauss qua doi nam 1855, Pai hoc Goéttingen trao trong trach Trudng Khoa
Todn lai cho Lejeune Dirichlet. Bén ndam sau, nam 1859, Dirichlet mat, Riemann
duoc bau vao vi tri cao qui d6 thay thé. Chi sau vai tudn, Riemann lai duoc vinh
du trd thanh thanh vién cdia Han LAm Vién Khoa hoc Berlin. Riemann d3 dwoc ba
nha Todn hoc tén tudi lic bay gid gidi thiéu, dé 1a Ernst Kummer (1810 - 1893),
Karl Wilhelm Borchardt (1817 - 1880), va Karl Weierstrass.

Duwdi day |a trich doan bai dién van gidi thiéu:

“Trwdc khi xudt hién céng trinh nghién ctru mdi nhdt cda éng (Ly thuyét vé ham
Abel), hdu nhw gidi Todn hoc ching ta khéng duoc biét tén 6ng (Riemann). Nho
dip nay ma chung ta mdi xem lai toan bé cbng trinh nghién citru cua éng va trén co
s& dé mdi cé sw gidi thiéu cho Han Ldm Vién hém nay. Chung téi cé bén phdn phdi
Iwu y qui vi hdy chd y tdi, khéng phdi la mét tai ndng tré nhiéu trién vong, ma la
mot nha nghién ciru déc 1ap, sGu sdc, vdi nhiéu dong gdp hitu hiéu cho sw phdt
trién lénh vurc Todn hoc cia chung ta.”

VI

Ueher dic Anzall der Primzablon unter ciner
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Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grésse (1859).

Nhu théng 1€, thanh vién méi phai trinh cho Han Ladm Vién cong trinh nghién ctru
mdi nhat cia minh. Va Riemann d3 gidi thiéu céng trinh vé Ly thuyét sé - bai duy
nhat thudc 1anh vuc nay cha Riemann — mang twa dé Ueber die Anzahl der



Primzahlen unter einer gegebenen Grésse (V& sé nhitng sé nguyén té nhé hon mét
gid tri cho sGn). Day la mot tuyét tac cia Riemann, chi dai chwa téi 10 trang nhung
né d3 lam thay déi mot cdch cé y nghia hudng nghién clru Todn hoc thoi ky tiép
sau dé va anh hudng clia nd van con cho tdi ngay nay. N6 nhu mot con séng dap
vao nhiéu nganh cta Toan hoc thuan Iy (pure mathematics), thic day ching phat
trién.

Diém xuat phat clia Rieman 1a mot khdm pha cla Euler gdn mot thé ky trudc, hang
dang thirc:

_ v i - 1 - 1 1 1 1
Z(S) - Zn:l ns Hp 1_p_s 1—2-5 . 1—-3-5 . 1_5-s . 1_7-s

(s 1a s6 thye Idn hon 1, p 13 tat ca nhitng s6 nguyén t3).
Riemann nhin van dé xa hon thé nira.

Ong nhin Z(s) nhu 1a mot ham phuec (s = o + it) chi khdng phai mot ham thue. Trir
mot s8 it trudng hop tam thudng, Riemann phat biéu rang ham { (s) c6 vé sé
nghiém khéng tam thudng ma phén thuc la o = % Phat biéu nay duoc goi la gid
thuyét Riemann. Cho t&i ngay nay, du dodn nay la bai toan chua giadi duwoc quan
trong nhat cha Toan hoc®. Trong bai viét nay, Riemann cling nghién ciru sy héi tu
clia chui s6 biéu dién bdi ham T (s) va tim ra dwoc phwong trinh ham cho ham sé
nay. Nhung muc dich chinh cha bai bao |a dwa ra nhitng wéc tinh (estimates) vé
s cac s6 nguyén t& nhd hon mdt s& cho san. Mot s6 két qua ma Riemann d3 dua
ra (khéng chirng minh) sau nay dugc Jacque Hadamard (1865 — 1963) va Charles
de la Poussin (1866 - 1962) chirng minh.
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Thadng 6 ndm 1862, Riemann két hdn vai ¢d Elise Koch, mot ¢d ban gai cla ¢ em
Riemann. Ho cé v&i nhau mot dra con gai.

Nhw d3 ndi trong phan dau, bénh lao 1an quan trong gia dinh Riemann va né d3
cuép di ba me va ba c6 em géi cla Riemann khi ho con qua tré.  Va né van con
tiép tuc gieo tai hoa cho gia dinh nay. Cudi Thu ndm 4y, ndm 1862, khi vira méi
|ap gia dinh, Riemann biét minh d3 nhuém cdn bénh hiém nghéo dy. That ra, 6ng
chua bao gio thodi mai vdi sirc khde cla minh, ngay tir khi con tudi tho, cé thé
mam bénh d3 nhiém vao éng tir thud ay.

Mua Dong ndm 1862-1863, dé tranh céi lanh gay gat & qué nha, Riemann qua tinh
dudng & Silicy, mién Nam nuéc Y, & d6 6ng cé mot s6 ban cling 1a nhitng nha Toan
hoc tirng lam viéc vai 6ng & Goéttingen. Khi hdu am dp lam cho 6ng cdm thay kha

9 Pay la mét trong 23 bai todn cla Hilbert dwa ra ndm 1900 va ciing |a mot trong 7 bai todn thién nién ky ma vién
Toén hoc Clay s& trao giai thudng 1 triéu dollars cho bat cr ai gidi duoc.



hon. C& nhu thé, 6ng qua lai Dirc-Y nhiéu [an, cho t&i thang 6 ndm 1866, dng tré
lai Selasca (Y) nghi du®ng bén b& hd Maggiore tho mdng. Nhwng rdi “strc khde
éng xuéng mét cdch nhanh chéng va tai déy éng dd ra di méi méi. Khi ra di, 6ng
héy con dang lam dé& dang céng viéc dudi géc mét cdy sung ngot (cdy fig).” (R.
Dedekind, Biography of Riemann, in The Collected Works of Riemann).

Riemann mat ngay 20 thang 7 ndm 1866, khi 8y dng chua tron tudi 40.

IEDRICH RERNHARD RIEM,
i PROFESSOR ZU COETTINGEN
OREN IN BRESELENZ DEN 17. SEPTEMBER 1626,
|GESTORBEN IN SELASCA DEN 20.JULI 1866

' DENEN DIE COTT LIEBEN MUESSEN
ALLE DINGE ZUM BESTEN DIENEN,

)P 1640

Bia md cuia Bernhard Riemann & Selasca, Y.
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Phu ban

Hinh hoc Riemann la gi?
(Bai viét danh cho ddc gid khong chuyén).

Hinh hoc Euclid nghién cttu khong gian phang. Véi hai diém, cé mot doan
thang duy nhat, ngan nhat, néi hai diém ay. Kéo dai hai dau clia doan thang
ta dwoc mot duong thang. Pudng thang vo tan & hai dau. V&i hai diém
trén duong thang thi doan thang gitta hai diém &y Ia doan ngan nhat ma
ta c6 thé vé duoc gitta chung. Hon nita, néu ta c6 mot dudng thang va
mot diém khong nam trén dudng thang thi qua diém nay cé mot duong
thang th hai (va chi mot) song song véi dwong thang kia. Tat ca nhitng
diéu &y c6 thé md ta dugc bang hinh v& trén mot to gidy phang. TU nhitng
qui ludt cha Hinh hoc Euclid, ngudi ta cé6 dugc dinh ly Pitago ndi tiéng va
tat cd nhirng cong thirc lwvgng gidc. Hinh hoc Euclid cling cho phép ta tim
duwoc chu vi va dién tich hinh tron.

Bay gio thay vi cé mdt t& gidy phang, ta c6 mot mau gidy cong, cé thé nghi
t&i mot mat tru hodc mot mat cau (qua banh) dé dé hinh dung. Doan cong
ngan nhat noi hai diém trén mat cong ay duwoc goi 1a doan trdc dia
(geodesic segment). Nhan xét dau tién cha chidng ta 13 d6i khi c6 nhiéu
hon mdt doan trac dia gitta hai diém 4y, chang han nhu khi hai diém &y la
hai cuc clia qua cau thi s& cé vo s6 doan trac dia. Bay gid ta nghi téi duong
trdc dia (geodesic lines) trén mat cong (nhu dudng thang qua hai diém
trong mat phang) sao cho doan ndi hai diém trén duong ay 1a doan tréc
dia. Trén mat cau sé khong cé nhitng dwong nhu vay! That vay, moi khi ta
kéo dai mot doan trac dia, né s& quan quanh méit cau va do dé khong 1a
mot dwong trac dia dwgce nita. Trén mat tru thi cd mot sé doan trac dia ¢
thé kéo dai thanh dudng trac dia, con thi hau hét s& quan quanh mat try,
do d6 khong thé 1a dudng trac dia. Mat cong thi khé nghién ctru hon mat
phdng, tuy nhién van cé nhitng cdng thitc cho phép tinh chiéu dai canh
huyén cia mét tam gidc, chu vi va dién tich hinh tron. Nhirng két qua nay
tuy thudc vao d6 cong clla mat cong. Mét trong nhitrng d6i twong cda Hinh
hoc Riemann la nghién clru mat cong.

Mot cong cu thuong duwoc dung dé xem xét mit nao cong nhiéu méit nao
cong it 1a dé cong thiét dién (sectional curvature) hay dé cong Gauss
(Gaussian curvature). Giai tich vecto (Vector calculus) sé cho phép tinh
duogc nhitng d6 cong ay. Cong thirc dé tinh d6 cong cé lién quan dén dao
ham cap hai cia ham dung dé xac dinh mat cong (ham vecto). D& xem xét
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d6 cong clia mdt mit tai mot diém clia né ta phai tim mit phang tiép xuc
v&i mat cong tai diém d6. Tuy theo vi tri cha phadn mit cong quanh diém
d6 so véi mat phang ti€p xtc ma ta xac dinh duoc do6 cong dwong, dm hoidc
bang khéng.
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Trong Giai tich vecto, dé tim dién tich phdn mat cong ngudi ta thwong st
dung tich phan kép (double integrals). Trong cach tinh tich phan kép doi
khi ta phai dung t&i cdch déi bién s6 théng qua mdt Jacobian. Cac nha Hinh
hoc Riemann thuong dung ky thuat tinh todn nay.

Cac nha Hinh hoc Riemann cling nghién clru cdc khdng gian cao chiéu.
Phan vii tru chung quanh gqla dat dwoc xem nhu khéng gian Euclid 3 chiéu.
Gan nhitng ngdi sao rat nang hay gan nhitng 16 den, khéng gian bi uén
cong. Co nhirng cdp diém trong vii tru qua d6 cé nhiéu hon mot doan cong
trac dia. Kinh thién vin Hubble d3 khdm pha ra nhitng diém ma tir d6 dén
vi tri ctia kinh cé nhiéu hon mét doan cong trac dja. Hién twong nay duogc
goi |a thdu kinh hdp dén (gravitational lensing). Cac nha Thién van vii tru
cd thé tinh toan trong nhirng khéng gian cong nhd Hinh hoc Riemann. Cac
nha Vat ly vii tru cho rang do cong clia khong gian cé lién quan dén truong
hap dan ciia mdt ngdi sao thong qua mdt phuong trinh dao ham riéng goi
la phuwong trinh Einstein. Dung céc két qua cda cac dinh ly trong Hinh hoc
Riemann, céc nha Vat ly vii tru cé thé wdc tinh dwoc khdi lvgng ciia mot
ngdi sao hay mot 16 den gay ta hién twong thau kinh hap dan.

Cling nhu cdc nha Toan hoc, cac nha Hinh hoc Riemann nghién cltu, tim toi
ra nhitng két qua, nhirng dinh ly déi khi chang thay cé 4p dung gi cho thuc
té€. Nhuwng biét dau trong tuong lai cé thé cdc nha Khoa hoc can dén né.
Thi du nhu cac dinh ly dung dé nghién cru hién twong thau kinh hap dan
cé trwdc phuwong trinh Einstein va kinh thién van Hubble. Né&u khéng cé
cac két qud, cac dinh Iy cdc nha Toan hoc lam ra san, cdc nha Khoa hoc sé
ling ting nhu thé nao khi can giai thich hodc phat trién nhitng ly thuyét
mdi. Einstein nghién ciru Hinh hoc Riemann trudc khi phat trién Ly Thuyét
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Tuong Dbi. Phuwong trinh Einstein lién quan dén mot d6 cong dac biét goi
la d6 cong Ricci. PO cong nay do nha todn hoc Ricci tim ra va khi y chi
dung trong ly thuyét cla é6ng ma théi. Trong Pai s tuyén tinh, sinh vién
duoc hoc thé nao la v&t ciia mét ma tran (trace of a matrix). Mot cdch thd
s0, ta c6 thé ndi d6 cong Ricci la vét clla mdt ma tran tao thanh béi cac do
cong Gauss.
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