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Chuyện về những nhà Toán học trẻ được tặng thưởng  

 

Huy chương Fields năm 2018 

Lê Quang Ánh, Ph.D. 

 

 

 

 

Cứ bốn năm một lần, các nhà Toán học thế giới họp lại với nhau.  Cuộc họp được gọi 

là Đại Hội Các Nhà Toán học Thế giới (International Congress of Mathematicians).  

Một trong những mục đích của Đại Hội là công bố tên của các nhà Toán học trẻ dưới 

40 tuổi, giỏi nhất, triển vọng nhất để trao tặng Huy chương Fields, một loại phần 

thưởng danh giá thường được gọi là Nobel Toán học, kèm một số tiền thưởng không 

lớn lắm (độ 15 ngàn dollars).  Số người được giải mỗi kỳ không quá bốn.  Năm nay, 

năm 2018, Đại Hội được tổ chức tại Rio de Janeiro, Brazil.  Ngày 1 tháng 8 năm 2018 

vừa qua tên của bốn nhà Toán học trẻ xuất sắc đã được công bố, đó là: 

Caucher Birkar, Alessio Figalli, Peter Scholze, và Akshay Venkatesh. 

(theo thứ tự abc của họ - family name) 
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Caucher Birkar1 

 

 
Caucher Birkar (40 tuổi). 

 

Sinh ra và lớn lên ở một vùng quê miền Tây nước Iran, thuộc khu vực của người 

Kurd, Caucher Birkar có con đường riêng thật gian nan mới tìm tới được vinh 

quang.  Trong câu lạc bộ Toán của sinh viên ở đại học Tehran, Caucher Birkar 

thường ngắm hình những nhà Toán học trẻ được Huy chương Fields treo trên 

tường và tự hỏi: “Có bao giờ mình được gặp những người này không nhỉ ?” Thời 

ấy Birkar cũng chưa hình dung ra được một ngày nào đó mình được sang một 

nước Tây phương, nói gì đến chuyện gặp được những người cao sang kia.  Chuyện 

thật viễn vông. 

 

Trong một căn nhà nhỏ ở ngoại ô Cambridge, nước Anh, mẹ của Birkar tâm sự.  

Gia đình bà được đưa đến đây hơn 20 năm trước trong chương trình nước Anh 

cưu mang những người tỵ nạn chiến tranh Iran-Iraq.  Quê hương của gia đình bà 

ở Marivan, một làng nhỏ trong vùng núi non tận miền biên giới Iran-Iraq.   

 

Caucher Birkar sinh năm 1978, là đứa con thứ ba trong gia đình có sáu con. Gia 

đình Birkar sống nhờ đám ruộng trồng lúa mì, chăn nuôi vài con bò sữa và một con 

ngựa. Tiếng súng của cuộc cách mạng Hồi giáo 1979 đã vang vọng về tới làng, 

nhưng khốc liệt và chết chóc nhất là cuộc chiến Iran-Iraq tiếp sau đó.  

 

Cha của Birkar biết chút ít chữ nghĩa nhưng mẹ của ông thì không một chữ nào cả.  

Mấy anh chị em Birkar được đi học trường làng.  Đâu khoảng lớp năm, Birkar bắt 

đầu chú ý tới Toán.  Birkar kể: “Tôi cảm thấy có một cái gì đó là lạ trong tôi.  Tôi 

                                                           
1 Phát âm theo tiếng Kurd thì tên của ông có nghĩa là người tỵ nạn. 
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có cảm giác tôi thích Toán và khá môn này hơn các bạn cùng lớp.  Haidar, người 

anh lớn của tôi chính là người giới thiệu môn Calculus với tôi qua sách vở anh ấy 

mang về.” Birkar còn nói thêm rằng cũng chính Haidar dạy rằng kiến thức rất quan 

trọng cho cuộc sống tương lai. 

 

Lên đến Trung học thì kiến thức Toán của Birkar đã vượt qua anh mình, chàng đã 

tự học Toán theo cách riêng của mình.  Birkar đã mượn từ thư viện nhà trường 

hai cuốn sách nổi tiếng Men of mathematics và What is Mathematics2 và đọc suốt 

đêm này sang đêm khác, vừa đọc vừa nghe nhạc – thói quen mà Birkar vẫn còn 

giữ cho tới nay.  Birkar nghĩ rằng sách hay và các nhà Toán học thật đáng ngưỡng 

mộ, nhưng đọc không thì chưa đủ, phải làm một cái gì mới hơn những gì các nhà 

Toán học đã làm.   

 

Những năm cuối cấp ba, Birkar bắt đầu giải những bài Toán khó và viết chứng minh 

theo cách của mình rồi gởi đăng ở những tạp chí giáo dục Toán.  Sau này chàng 

biết rằng những lời giải và chứng minh của chàng không có gì mới, nhiều người đi 

trước đã làm rồi.  Phải học và làm cái gì khác hơn.  

 

Đang học năm cuối ở Đại học Tehran, gia đình Birkar được cho qua Anh tỵ nạn 

chiến tranh, theo chính sách dành cho những dân tộc thiểu số mà chính phủ Anh 

bảo trợ.  Birkar ghi tên học tiếp tại Đại học Nottingham.   

 

Ở Đại học Nottingham, không có giáo sư chuyên về Hình-Đại số (Algebraic 

Geometry), bộ môn chàng rất thích theo đuổi.  Giáo sư cố vấn của chàng, giáo sư 

Ivan Fesenko, khuyên chàng cứ tiếp tục học ở đây cho đến khi tốt nghiệp, trong 

khi đó vẫn có thể ghi tên học thêm bộ môn này ở một trường ngoài.  Năm 2002, 

trong một cuộc hội thảo tại Đại học Cambridge, Birkar gặp Vyacheslav Shokurov3, 

hiện nay là giáo sư Toán ở Đại học Johns Hopkins, Hoa kỳ.  Thời gian ấy, Shokurov 

đang nghiên cứu về Hình học lưỡng hữu tỷ (birational geometry), một ngành nhỏ 

của Hình-Đại số mà ít người quan tâm tới vì vài chục năm nay ngành này hầu như 

đứng yên, không có gì mới được phát hiện.  Nhiều người đã bỏ nó tìm sang ngành 

khác.  Shokurov là một trong số ít người còn lại, và ông đã phát hiện ra Birkar là 

một tài năng rất hiếm, có nhiều triển vọng trong ngành.  Ông hy vọng, cùng với 

Birkar, ông sẽ làm sống lại ngành này.  Năm 2004, tốt nghiệp Tiến sĩ xong, Birkar 

về Đại học Cambridge. 

                                                           
2 Men of Mathematics là cuốn Lịch sử toán nổi tiếng của Eric Temple Bell, còn What is mathematics là cuốn sách 
nói về quá trình phát triển Toán học cùng là những nội dung chính của Toán học, của Richard Courant và Herbert 
Robbins. 
3 Vyacheslav Shokurov (sinh năm1950), nhà Toán học người Nga, hiện là giáo sư Đại học Johns Hopkins, Hoa kỳ.  
Ông được biết như là một nhà Hình-Đại số có nhiều đóng góp cho việc chứng minh định lý Noether-Enriques-Petri 
và phát hiện ra nhiều tính chất mới của đa tạp Fano.  
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Trong phòng làm việc, Birkar treo trên tường hai tấm hình của Alexandre 

Grothendieck, nhà Toán học thần tượng của mình.  Ông này cũng là một người tỵ 

nạn – tỵ nạn Đức Quốc Xã – và là nhà Toán học kiệt xuất của hậu bán thế kỷ 20, có 

ảnh hưởng rất lớn trong việc phát triển nhiều ngành của Toán học hiện đại, trong 

đó có ngành Hình-Đại số.  Cha của Grothendieck là người Nga, mẹ người Đức còn 

Grothendieck lớn lên và làm việc trên đất Pháp.  Cũng như Grothendieck, cha của 

Birkar là người Kurd, mẹ người Thái, hiện ông sinh sống và làm việc trên nước Anh.  

 

Đại số nghiên cứu về phương trình, còn Hình học nghiên cứu về hình dạng vật thể 

toán học.  Hai lãnh vực tuy khác nhau nhưng đôi khi lại cùng xem xét chung về một 

vấn đề.  Thí dụ như nếu ta vẽ tập hợp nghiệm của phương trình đại số y = 2x - 3 

trong một mặt phẳng ta sẽ được một đường thẳng, một vật thể hình học.  Nếu ta 

muốn xác định nghiệm chung của hai phương trình đại số y = 2x – 3 và y = 3x + 5, 

ta có thể tìm qua cách giải đại số hoặc cũng có thể vẽ tập hợp nghiệm của chúng 

rồi xem xét giao điểm.  Phương trình tuyến tính là trường hợp đơn giản nhất của 

phương trình đại số.  Còn rất nhiều loại phương trình khác nữa.  Chúng có thể 

chứa một ẩn số (biến số) hoặc nhiều ẩn số, chúng cũng có thể có bậc cao hơn bậc 

nhất.  Ta có thể nghĩ đến tập hợp nghiệm của một hệ phương trình.  Tập hợp này 

sẽ được gọi là một đa tạp đại số (algebraic variety).   

Có vô số đa tạp đại số, chúng tạo thành một hỗn tạp vật thể toán học.  Các nhà 

Toán học muốn thiết lập một trật tự nào đó trên tập hợp ấy, cũng giống như trong 

Sinh vật học người ta phân loại các sinh vật theo lớp, theo ngành để dễ nghiên cứu 

vậy.   

 

Trong Hình học lưỡng hữu tỷ người ta biến đổi các đa tạp đại số sao cho người ta 

có thể phân loại được chúng.  Một cách hình tượng, đó là một cuộc “phẫu thuật” 

(a type of surgery).  Ta bắt đầu bằng một đa tạp đại số với một thuộc tính riêng 

của nó.  Ta cắt bỏ phần này, làm cho trơn phần kia, rồi cuối cùng nó sẽ có một 

dạng chung nào đó (a generic form).  Các việc làm trên dĩ nhiên phải tuân thủ một 

số qui định để không làm biến mất bản chất của đa tạp đại số ban đầu.  Sau khi 

chịu “giải phẫu” xong, các đa tạp trước đây khác nhau, giờ xem như giống nhau: 

chúng được xếp cùng một lớp gọi là lớp lưỡng hữu tỷ tương đương.  

Đại khái có ba lớp lưỡng hữu tỷ tương đương: lớp đa tạp Fano4, lớp đa tạp Calabi5-

Yau6, và lớp đa tạp tổng quát, mỗi lớp có một độ cong riêng: dương, zero, và âm 

                                                           
4 Gino Fano (1871 – 1952), nhà Toán học người Ý, cha đẻ của Hình học hữu hạn. 
5 Eugenio Calabi (sinh năm 1923), nhà Toán học Mỹ, gốc Ý, giáo sư ĐH Pennsylvania, Mỹ, chuyên gia về Hình vi 
phân, phương trình đạo hàm riêng và áp dụng.  
 
6 Shing-Tung Yau (sinh năm 1949), nhà Toán học Mỹ, gốc Trung Hoa, Huy chương Fields 1982, giáo sư ĐH Harvard, 
chuyên gia về Hình vi phân, Toán-Vật lý. 
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theo thứ tự.  Các nhà Toán học hy vọng rằng có thể xếp bất cứ một đa tạp đại số 

nào vào một trong các lớp trên thông qua các phép biến đổi lưỡng hữu tỷ.   

 

Thường Birkar làm những bài toán quan trọng trên bàn ăn, làm việc một mình.  

Thỉnh thoảng ông đi qua đi lại suy nghĩ, rồi lại ngồi vào bàn uống hớp trà, trong khi 

tiếng nhạc cổ điển hoặc lời ca thời thượng của một ca sĩ người Kurd vẫn vang lên 

nhè nhẹ trong phòng.  Sau vài giờ như thế, ông lấy xe đạp chạy vòng vòng, vẫy tay 

chào vài người hàng xóm gặp trên đường. 

Nếu nhìn bề ngoài, ta thấy cuộc sống của Birkar có vẻ nhàn nhạ.  Năm ngoái ông 

và gia đình về Thái Lan thăm quê vợ (mẹ ruột và vợ của Birkar đều là người Thái).  

Một bữa trưa, bà mẹ vợ kêu vợ Birkar lại hỏi: “Chồng mày nó làm cái nghề gì mà 

tao thấy nó cứ nhìn chăm chăm vào cây xoài ngoài vườn suốt vậy?” 

 

Christopher Hacon7, người đọc bài diễn văn giới thiệu Birkar trước Đại Hội Các Nhà 

Toán học Thế Giới nói: “Birkar có sức làm việc mãnh liệt khi ông tấn công vào các 

vấn đề khó nhất.  Ông đã sáng tạo và chế ngự được một số kỹ thuật để đạt được 

nhiều kết quả cao trong lãnh vực Hình học lưỡng hữu tỷ.”  Trong lãnh vực đa tạp 

đại số, Birkar đang đi vào nghiên cứu cái được biết dưới tên gọi là chương trình 

mẫu cực tiểu (the minimal model program).  Mục đích của công việc là, thông qua 

các phép biến đổi lưỡng hữu tỷ, đưa bất cứ một đa tạp đại số nào vào một trong 

ba lớp tương đương lưỡng hữu tỷ như đã nói ở đoạn trên.   

 

Thực ra chương trình mẫu cực tiểu đã có từ hơn 100 năm trước khi một nhóm các 

nhà Toán học người Ý phân loại được, trong không gian 2 chiều, các đa tạp đại số 

với 3 biến số.  Mới đây, vào thập niên 1980, Shigefumi Mori8 đã làm được việc như 

các nhà Toán học Ý nhưng trong không gian 3 chiều với các đa tạp đại số 4 biến 

số.  Sau Mori, lãnh vực nghiên cứu Hình học lưỡng hữu tỷ dừng lại hơn mười năm 

vì không có thêm một kết quả nào mới cả.  Thật là một thử thách quá gian nan khi 

bước lên không gian cao chiều hơn với đa tạp nhiều biến số hơn.   

 

Shokurov là một trong những người bị bế tắc trong lãnh vực nói trên suốt trong 

những năm 1990.  Tuy nhiên ông không bỏ cuộc.  Nhờ những nỗ lực phi thường 

của Shokurov và một vài cộng sự viên mà Hình học lưỡng hữu tỷ sống lại đầu thập 

niên 2000.  Rồi nhiều thành quả mới xuất hiện trong việc phân loại bất cứ đa tạp 

đại số nào, trong không gian có chiều tùy ý.  Chính Birkar có vai trò trung tâm trong 

giai đoạn nghiên cứu này, chung quanh là các ngôi sao sáng như Christopher 

                                                           
7 Christopher Hacon (sinh năm 1970), nhà Toán học có quốc tịch Anh, Ý, và Mỹ, trưởng khoa Toán ĐH Utah, chuyên 
gia về Hình-Đại số.  
8 Shigefumi Mori (sinh năm 1951), nhà Toán học người Nhật, Huy chương Fields 1990, giáo sư ĐH Kyoto, chuyên 
gia về Hình-Đại số.  Hiện ông đang là Chủ tịch Hội Toán học Thế giới (The International Mathematical Union). 
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Hacon, James Mc Kernan thuộc Đại học California, San Diego, Paolo Cascini thuộc 

Đại học Imperial College London.  

 

Đóng góp lớn nhất của Birkar là hai bài nghiên cứu công bố vào năm 2016 liên 

quan đến bản chất đặc biệt của đa tạp Fano.  Qua đó Birkar đã chứng minh được, 

thông qua một quá trình biến đổi lưỡng hữu tỷ, các đa tạp Fano tạo thành một họ 

được xác định bởi một số rất hữu hạn đặc tính.   

 

Có thể nói một cách đơn giản rằng vô số những đa tạp đại số có thể được xác định 

bởi một tập hợp hữu hạn các đặc tính.  Birkar nói: “Sự hữu hạn ở đây thật là quan 

trọng vì ta có thể dùng sự hữu hạn để nói về bất cứ cái gì vô hạn.”  Đó quả thực 

đó là bước tiến vô cùng lớn trong lãnh vực phân loại đa tạp đại số.  Birkar còn nói 

thêm rằng ít ra ông đã đem lại cho dân tộc Kurd thiểu số khốn khó của ông một 

nụ cười.  

****** 

 

 
 

Chuyện bên lề:   

Chiếc huy chương mà Birkar nhận được vài tiếng đồng hồ trước, đã bị mất cắp.  

Ban tổ chức Đại Hội đã có băng ghi hình và hứa sẽ dùng mọi cách để thu hồi chiếc 

Huy chương Fields trả lại cho Birkar.  Báo chí có dịp làm ồn ào tin này, nhất là 

những tờ báo đại chúng.  Trong khi đó họ ít quan tâm tới những thành tựu Toán 

học của những người đạt giải.   

***** 
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Dưới đây là lược đồ được đơn giản hóa giúp độc giả hình dung những gì Birkar đã 

làm (xin không dịch): 

 

 
****** 
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Alessio Figalli 
 

 
Alessio Figalli (34 tuổi). 

 

Đó là một thanh niên đẹp trai, cao lớn, ăn mặc rất thời trang, thích đi đây đi đó, 

ăn nói hoạt bát, giọng nói đặc sệt âm điệu La Mã với chữ R rung lên ở đầu lưỡi.  

Người ta không nghĩ là đang đứng trước một trong bốn nhà Toán học trẻ xuất sắc 

nhất vừa được trao tặng Huy chương Fields cao quý trong kỳ Đại Hội Các Nhà Toán 

Học Thế Giới tổ chức tai Rio de Janeiro, Brazil, ngày 1 tháng 8 năm 2018 vừa qua, 

mà là đứng trước một diễn viên điện ảnh Hollywood. 

 Alessio Figalli, 34 tuổi, hiện là giáo sư tại Viện Công Nghệ Liên Bang Zurich, Thụy 

Sĩ (Swiss Federal Institute of Technology Zurich).  Cho tới nay, Huy Chương Fields 

là đỉnh cao nhất trong một chuỗi giải thưởng mà nhà Alessio Figalli đã đạt được: 

 Giải Peccot 2012 

 Giải EMS 2012 

 Huy Chương Stampacchia 2015 

 Giải Feltrinelli 2017 

 Huy Chương Fields 2018 

 

Figalli sinh ở La Mã năm 1984, cha là giáo sư Kỹ thuật, mẹ là cô giáo dạy Văn 

chương cổ điển.  Cũng như đa số trẻ con, hồi còn nhỏ Figalli thích chơi đá banh, 

coi phim hoạt hình, bạn bè đàn đúm.  Châm ngôn của chàng là hoàn tất bài ở nhà 

nhanh nhất và tốt nhất, để dành nhiều thời gian nhất để chơi.  Chàng nói: “Phải 

tối ưu hóa, nghĩa là làm được cái tốt nhất mà ít tốn kém nhất (thời gian, năng 

lượng).” 
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Figalli thích Toán từ khi là học sinh Tiểu học, nhưng chàng chỉ coi Toán ở trường 

như trò chơi, làm bài không cần phải tốn nhiều công sức và thời gian.   

Học sinh Trung học cấp ba ở Ý được chọn ghi danh vào lớp Khoa học (Toán, Lý, 

Hóa, Công nghệ) hoặc lớp Cổ điển (Văn chương, Nghệ thuật, Xã hội).  Figalli thích 

Khoa học nhưng cha mẹ chàng thích chàng học Cổ điển.  Chàng xin phép nhà 

trường ghi tên vào cả hai (đặc cách).  Chàng nói với các bạn: “Tại sao không? Bên 

Cổ điển nhiều bạn gái hơn.” Figalli thực sự thích học Toán và học nghiêm túc ở 

năm cuối bậc Trung học.  Theo lời khuyên của một giáo viên Toán trong trường, 

Figalli ghi tên vào câu lạc bộ Toán để luyện thi Olympiad, một kỳ thi toán đố dành 

cho học sinh trung học trên toàn thế giới.  Chàng thích thú vì ở đây có nhiều bài 

toán đầy thách thức không có trong lớp học.  

 

Hết Trung học, Figalli thi đậu vào trường Scuola Normale Superiore of Pisa (Trường 

Sư phạm Cao cấp Pisa), một loại trường Đại học Khoa học chọn lọc dành cho sinh 

viên có năng khiếu.  Vào đây chàng mới thấy những năm vừa học vừa chơi ở Trung 

học đã để lại cho chàng nhiều lỗ hổng trong kiến thức, thậm chí đạo hàm một hàm 

số chàng còn chưa tính được rành rẽ.  Nhưng không hề gì, Figalli lấy lại kiến thức 

cũ và tiếp thu kiến thức mới rất nhanh.   

 

Tốt nghiệp Master năm 2005, năm sau - năm 2006 - Figalli được chấp nhận sang 

École Normale Supérieure de Lyon (Trường Sư phạm Cao cấp Lyon)  làm Tiến sĩ, 

dưới sự hướng dẫn của Giáo sư Luigi Ambrosio và nhà Toán học tài năng Cédric 

Villani9. Chỉ trong một thời gian ngắn, tháng 10 năm 2007, Figalli đã bảo vệ thành 

công luận án Tiến sĩ của mình10.  Ngay cả khi chưa có bằng Tiến sĩ (tháng 9 năm 

2007), ông cũng đã được nhận vào Trung tâm Nghiên cứu Khoa học Pháp (CNRS).  

Tháng 10 năm 2008, ông là giảng viên tại Trung tâm Toán học Laurent Schwartz 

(trường Bách Khoa Paris). Từ tháng 9 năm 2009 đến tháng 8 năm 2016, ông là giáo 

sư tại Đại học Austin, Texas.  Hiện nay ông là giáo sư tại Viện Công Nghệ Liên Bang 

Zurich, Thụy Sĩ.   

 

Trích lời khen của Ủy Ban Tuyển chọn Đại Hội Toán học Thế giới: “Tặng Huy chương 

Fields cho Alessio Figalli vì những đóng góp vào lý thuyết vận chuyển tối ưu và 

những áp dụng của nó vào lãnh vực phương trình đạo hàm riêng, Hình học metric, 

và lý thuyết xác suất.” 

 

                                                           
9 Năm 2010, Cédric Villani được tặng thưởng Huy chương Fields (cùng đợt với Ngô Bảo Châu, Việt Nam).  Xem dây 
chuyền sau: Figalli (Fields Medal 2018, học trò của Villani), Villani (Fields Medal 2010, học trò của Pierre-Louis 
Lions), Lions (Fields Medal 1994).  
10 Nhớ lại câu châm ngôn từ khi còn nhỏ của Figalli: “Làm được cái tốt nhất với ít tốn kém nhất (thời gian, năng 
lượng).” 
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Lý thuyết vận chuyển tối ưu - như tên của nó - là tìm ra cách tốt nhất để di chuyển 

phân phối một số đồ vật từ nơi này sang nơi khác. 

Lấy một thí dụ dễ hiểu như sau.  Ta có một số mỏ vàng và một số ngân hàng (để 

cho dễ, số mỏ vàng bằng số ngân hàng).  Ta muốn vận chuyển vàng khai thác được 

đưa về cất an toàn tại các ngân hàng.  Vấn đề của chúng ta là vẽ ra đường đi từ 

mỏ về ngân hàng sao cho công việc có kết quả tốt nhất (lập một bản đồ).   

Rõ ràng cách nào là cách tốt nhất còn tùy thuộc vào mục đích của anh.  Nếu anh 

muốn lợi đường đi nhất thì anh chỉ cần tìm cách vẽ đường đi từ mỏ vàng về ngân 

hàng sao cho tổng khoảng cách ngắn nhất. Nhưng nếu anh muốn lợi về thời gian 

thì chưa chắc bản đồ với tổng đường đi ngắn nhất sẽ tương ứng với giải đáp lợi 

nhất về thời gian (tùy vào chất lượng đường đoạn này đoạn khác).  Một cách tổng 

quát, không phải là bài toán đơn giản khi các biến số tham gia nhiều lên. 

 

Người đầu tiên nghiên cứu bài toán vận chuyển một cách có hệ thống là Gaspard 

Monge (1746 - 1816), nhà Toán học và cũng là người cố vấn thân cận của danh 

tướng Bonaparte Napoléon.  Đầu những năm 1790, Monge và một số nhà Khoa 

học có mặt trong đoàn quân viễn chinh Bắc Phi của tướng Napoléon.  Monge chịu 

trách nhiệm việc xây dựng đồn, thành lũy ở những vùng đất mới.  Ông đứng trước 

bài toán vận chuyển tối ưu:  Làm thế nào để chi phí, thời gian, và công sức lao 

động trong việc vận chuyển vật liệu xây dựng từ nơi này đến nơi khác tốt nhất.  

Công việc của Monge chưa hoàn tất về mặt lý thuyết thì chiến dịch chuyển hướng 

(lý do chính trị).  

 

Bài toán vận chuyển tối ưu này chìm trong quên lãng trong khoảng thời gian chừng 

150 năm.  Vào những năm 1940, Leonid Kantorovich (1912 - 1986), nhà Toán-Kinh 

tế người Nga, nghiên cứu lại bài toán này với những công cụ toán học mới: Lý 

thuyết độ đo và Giải tích hàm.  Ông giải được bài toán tổng quát hơn, phức tạp 

hơn.  Kantorovich được tặng thưởng Nobel Kinh tế năm 1975 về công trình này.  

Sau đó ông rút về ngành Kinh tế, không còn nghiên cứu thêm về bài toán vận 

chuyển tối ưu nữa.  

Trong thập niên 1980, các nhà Toán học có một số tiến bộ quan trọng về mặt lý 

thuyết cho bài toán vận chuyển tối ưu.   Từ đó bùng nổ những áp dụng vào nhiều 

lãnh vực khác nhau: Thiết kế đô thị, thiết kế kỹ thuật, thủy động học 

(hydrodynamics), xử lý ảnh (image processing), nhận dạng hình thể (shape 

recognition), và Sinh vật học.  Những tiến bộ này cũng kích thích ngược lại là dùng 

lý thuyết vận chuyển tối ưu vào Toán học, đặc biệt là Hình học Riemann và phương 

trình đạo hàm riêng.  

 

Hai trong những sắc thái của bài toán vận chuyển tối ưu mà Alessio Figalli và các 

cộng sự viên của ông quan tâm là: 
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1. Bài toán dạng bền vững của vật thể với mức năng lượng tối thiểu (the 

stability of energy-minimizing shapes) 

2. Tính đều đặn (regularity) của phương trình Monge-Ampère và các áp 

dụng.  

 

 
 

Về bài toán thứ nhất:  Dạng bền vững. 

 

Bài toán mặt cực tiểu, thí dụ bong bóng xà phòng, đã được nhiều nhà Toán học 

của thế kỷ 19 nghiên cứu.  Những bong bóng ra khỏi cây que của em bé có dạng 

mặt cầu.  Mặt cầu ấy là dạng bền vững ứng với một năng lượng tối thiểu cung cấp 

cho nó và giữ nó ở trạng thái ấy.  Mặt tinh thể (crystals) là một thí dụ khác của mặt 

cực tiểu.  Mỗi loại tinh thể có một dạng bền vững riêng tùy theo vật chất tạo nên 

loại tinh thể ấy.  Hình dạng (mặt ngoài) của mỗi loại tinh thể phản ảnh mức năng 

lượng tối thiểu cho loại tinh thể đó.  

Hiện tượng bền vững được các nhà Vật lý biết tới từ lâu.  Chẳng hạn khi ta đụng 

nhẹ vào bong bóng xà phòng, nó chỉ hơi biến dạng một chút, đi ra xa, và rồi lấy lại 

dạng cũ. Tương tự như vậy, nếu ta cung cấp một lượng năng lượng khá nhỏ (hơ 

nóng sơ qua), dạng tinh thể không thay đổi mấy so với dạng ban đầu.  Các nhà 

Toán học muốn biết chính xác mức độ năng lượng để giữ được tính bền vững đó. 

 

Figalli và nhóm của ông11 hoàn thành nghiên cứu về bài toán này từ năm 2007 và 

chỉ công bố vào 2010.  Dùng sự chuyển vận tối ưu, ông đã đưa ra được một chứng 

minh có tính định lượng chính xác, diễn tả bởi một bất đẳng thức qua đó ta có thể 

xác định được mức năng lượng tối ưu.  Nói một cách khác, dưới mức năng lượng 

xác định bởi công thức Figalli thì tinh thể vẫn ở dạng bền vững, còn nếu vượt qua 

mức năng lượng ấy thì tinh thể biến dạng.   

 

Luis Caffarelli, nhà Toán học Ý, người đọc lời giới thiệu Alessio Figalli trước Đại Hội 

trao Huy chương Fields, có nói: “Lãnh vực mà Figalli đóng góp thật là rộng.  Cái 

                                                           
11 Nhóm của Figalli làm việc trên bài toán này gồm có Francesco Maggi, giáo sư Đại học Austin, Texas và Aldo 
Pratelli, giáo sư Đại học Erlangen, Đức. 
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độc đáo của Figalli là, trước một hiện tượng thiên nhiên chưa được giải thích thấu 

đáo, ông đã dùng một lý thuyết Toán học tưởng chừng không có gì liên quan giải 

được bài toán một cách hoàn hảo.”   

 

Chúng ta sẽ thấy nhận xét này của Caffarelli được Figalli lặp lại thêm một lần nữa 

ở bài toán sau. 

 

Về bài toán thứ hai:  Tính đều đặn của phương trình Monge-Ampère. 

 

Bài toán thứ hai của Figalli có “hơi hám” tương tự như bài toán trước vì cũng dính 

líu tới tên nhà Toán học Monge.  Giữa những năm 2011 và 2012, cùng với Guido 

De Philippis12 và một vài cộng sự viên, Figalli công bố rất nhiều bài báo liên quan 

đến tính đều đặn của phương trình Monge-Ampère.  

 

Đầu tiên, tính đều đặn thường thấy trong các hiện tượng Vật lý.  Một hệ thống 

thay đổi đều đặn có nghĩa là hệ thống ấy thay đổi “trơn tru” (smooth).  Nếu ta 

quan sát một đám mây trên trời, ta sẽ thấy nó thay đổi hình dạng chầm chậm, 

từng tí một.  Nó không thay đổi đột ngột (vỡ ra, xé ra) để có một hình thể mới.  Ta 

nói đó là một sự thay đổi đều đặn.  Toán học sẽ có phương trình ứng với từng 

trạng thái của hệ thống.  Khi hệ thống thay đổi đều đặn thì phương trình được nói 

là thay đổi đều đặn. 

 

Phương trình Monge-Ampère là một phương trình toán học, đặc biệt được nghiên 

cứu trong Hình học vi phân.  Bằng phương pháp lý thuyết vận chuyển tối ưu, Figalli 

chứng minh được tính đều đặn của phương trình ấy và áp dụng vào Khí tượng học 

để chứng minh được tính đều đặn của những phương trình liên quan đến gió xoáy, 

gọi là phương trình semi-geostrophic.   

 

Một lần nữa, như Caffarelli đã nói, Figalli đã dùng phương pháp vận chuyển tối ưu 

để giải một bài toán hoàn toàn cách biệt, rồi đem áp dụng nó vào một lãnh vực 

cũng hoàn toán khác.   

 

***** 

 

 

 

 

 

                                                           
12 Guido De Philippis (sinh năm 1985), nhà Toán học trẻ xuất sắc người Ý, hiện là giáo sư Trường Nghiên Cứu Cao 
Cấp Quốc tế, Trieste, Ý (International School for Advanced Studies).  
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Peter Scholze 
 

 
 

Peter Scholze (sinh tháng 12 năm 1987). 

 

Thông thường thì tên của người được chọn tặng Huy chương Fields cao quý được 

giữ kín đối với công chúng cho tới giờ chót.  Trường hợp Peter Scholze thì khác.  

Tin nhà Toán học trẻ tuổi này sẽ được trao tặng Huy chương Fields loan ra ở khắp 

mọi nơi, trong giảng đường Đại học, trên mạng Internet, thậm chí ngay trong 

những chốn trang nghiêm như các hội đoàn Khoa học, trước khi Đại Hội diễn ra, 

không phải một vài tháng mà là một vài năm.   

Nay tin đồn ấy là sự thật: Peter Scholze, 30 tuổi, thuộc trường Đại học Bonn, Đức, 

là nhà Toán học trẻ nhất13 trong số bốn nhà Toán học được nhận lãnh Huy chương 

Fields 2018.  

 

Trích lời khen chính thức của Đại Hội Các Nhà Toán học Thế Giới:  

“Peter Scholze đã khởi xướng cho một cuộc cách mạng trong ngành Hình-Số học 

(Arithmetic Geometry).”  

Micheal Rapoport, giáo sư cố vấn Tiến sĩ của Scholze tại Đại học Bonn, người sẽ 

đọc diễn văn chính thức giới thiệu Scholze trước Đai Hội, thì nói rằng:  

“Những lý thuyết và khái niệm của Scholze đưa vào đã làm thay đổi thực sự bộ 

mặt của ngành Hình-Số học.  Tôi tin rằng đây chỉ là bước đầu của Scholze, anh ấy 

sẽ còn có nhiều đóng góp mới khác mà chúng ta không thể dự đoán được.” 

 

**** 

 

                                                           
13 Nhà Toán học trẻ nhất trong lịch sử Toán học, cho tới nay, được tặng thưởng Huy chương Fields là Jean-Pierre 
Serre (sinh năm 1926), nhà Toán học Pháp, thuộc nhóm Bourbaki, Huy chương Fields 1954, khi ấy ông chưa đủ 28 
tuổi.  Hiện nay ông vẫn còn sống.  
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Cuốn sách The Geometry and Cohomology of Some Simple Shimura Varieties của 

hai nhà Toán học nổi tiếng là Michael Harris và Richard Taylor14 dày 288 trang, 

nhằm mục đích là chứng minh một vấn đề hóc búa của Lý thuyết số, xuất bản năm 

2001.  Sách được giới Toán học đánh giá rất cao từ sau khi ra đời. Bỗng nhiên, vào 

năm 2010, có một cái tin loan truyền trong giới Toán học trên thế giới, làm cho 

mọi người giật mình, nhất là các nhà Lý thuyết số:  Có một sinh viên Cao học đã 

viết lại chứng minh 280 trang của Harris và Taylor còn lại 37 trang.  Chàng sinh viên 

ấy mới hơn 22 tuổi thuộc trường Đại học Bonn tên là Peter Scholze.  Jared 

Weinstein, giáo sư Lý thuyết số và Hình-Đại số tại trường Đại học Boston, kêu lên: 

“Thật không tưởng tượng được, một người trẻ như vậy có thể làm được một việc 

kinh khủng như vậy! Anh ta có thể nhìn thấy khai triển một lý thuyết ngay cả khi lý 

thuyết ấy mới bắt đầu.”  

Hai năm sau, năm 2012, sau khi có bằng Tiến sĩ,  trường  Đại học Bonn phong Giáo 

sư thực thụ cho Scholze, một giáo sư thực thụ trẻ nhất trong lịch sử sủa trường 

này.   

 

Lời biểu dương chính thức của Đại Hội về Scholze còn có câu:  

“Peter Scholze đã là nhà Toán học có ảnh hưởng nhất trên toàn thế giới.  Đó là 

một tài năng mà trong nhiều thập niên chúng ta mới thấy có một.” 

Eugen Hellmann, một cộng sự viên của Scholze, giáo sư tại Đại học Bonn, nói: “Khi 

ai đó làm việc chung với Scholze, anh ấy làm cho ta cảm thấy hai người ngang 

hàng với nhau, thậm chí anh ấy còn kém hơn ta.”  

 

                                                           
14 Richard Taylor chính là người đã giúp thầy mình là Andrew Wiles hoàn chỉnh lại chứng minh Định lý cuối cùng 
của Fermat. Tìm xem cuốn sách cùng tên của tác giả Lê Quang Ánh.  
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Scholze bắt đầu tự học Toán trình độ đại học năm 14 tuổi, khi đang còn ngồi ghế 

trường trung học Heinrich Hertz Gymnasium, một trường trung học chuyên Toán 

và Khoa học ở Berlin.   

Năm 16 tuổi, Scholze biết rằng 10 năm trước Andrew Wiles đã chứng minh được 

định lý cuối cùng của Fermat, một định lý có từ thế kỷ 17 chưa ai chứng minh 

được.  Định lý nói rằng phương trình xn + yn = zn không có nghiệm nguyên khi số 

nguyên n lớn hơn 2.  Định lý coi đơn giản, nhưng khi đọc chứng minh của Wiles, 

Scholze nói: “Tôi chẳng hiểu gì cả bởi vì Wiles sử dụng những công cụ Toán học 

quá hiện đại.”  Scholze bắt đầu làm ngược.  Chỗ nào không hiểu, tìm học ngay cái 

lý thuyết ấy.  “Tôi thậm chí không học cả Đại số tuyến tính nữa.  Tôi sẽ hiểu nó 

thông qua việc học cái mới,” Scholze nói.   

Trong khi đào bới chứng minh của Wiles, chàng bị hấp dẫn bởi những phương tiện 

Toán học mới, chẳng hạn như dạng modula và đường cong elliptic, chúng kết nối 

huyền diệu những ngành Toán học khác nhau và rất xa nhau: Lý thuyết số, Đại số, 

Hình học và Giải tích.  Scholze nói: “Đọc và học những cái mới này thú vị hơn là 

chính cái chứng minh định lý Fermat của Wiles.”   

Hết Trung học, Scholze tiếp tục theo đuổi học Lý thuyết số và Hình học ở Đại học 

Bonn theo cách của chàng.  Hellmann, bạn học và sau này là đồng nghiệp của 

Scholze, kể lại rằng ở lớp chàng không ghi chép gì cả, chỉ lắng nghe, nhưng chàng 

hiểu vấn đề thật sâu cho nên không bao giờ quên.   

 

****  

 

Cuộc cách mạng trong ngành Đại số và ngành Hình-Số học bắt đầu từ một cuộc 

hội thảo vào năm 2011, khi Peter Scholze giới thiệu và mô tả khái niệm về một cấu 

trúc không gian mà ông đặt tên là perfectoid spaces.  Khi ấy Scholze vẫn còn là sinh 

viên Tiến sĩ.  Khái niệm này nhanh chóng được các nhà Toán học cùng ngành trên 

toàn thế giới quan tâm và nghiên cứu.  Nó rọi ánh sáng vào nhiều vấn đề toán học 

cả chục năm nay bị bế tắc.  Chúng ta sẽ không tìm hiểu định nghĩa hoặc cấu tạo 

của nó ở đây vì nó đòi hỏi nhiều ý tưởng mới và nhiều kỹ thuật phức tạp.   

 

Để đại chúng có thể hiểu được khái niệm phức tạp này, ta mượn ý tưởng của Kevin 

Buzzard, giáo sư Imperial College London, giải thích như sau: 

Một kỹ thuật các nhà Hình học hay làm khi nghiên cứu những không gian phức tạp 

tìm một không gian đơn giản hơn rồi thiết lập một toàn ánh (surjective map) từ 

không gian đơn giản lên không gian phức tạp kia.  Thí dụ vòng tròn thì đơn giản 

hơn hình xoắn lò xo (a spring).  Ta có thể nén lò xo lại (phép chiếu) để biến nó thành 

vòng tròn. Các nhà Toán học có thể phân tích vấn đề trên vòng tròn, rồi từ đó có 

thể tìm ra cách giải quyết vấn đề trên đường lò xo xoắn. 
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Từ thập niên 1970, các nhà Toán học quan tâm rất nhiều đến những vấn đề liên 

quan đến tập hợp các số p-adic (p là số nguyên tố). Đây là hệ thống số tạo ra để 

lấp đầy khoảng trống giữa số nguyên và số hữu tỷ (mà không phải là số vô tỷ).  Và 

họ còn nhiều vấn đề với cấu trúc này.  Scholze đã tạo được một không gian 

perfectoid space từ các cấu trúc ấy, giúp giải quyết được nhiều bế tắc của các nhà 

Toán học nói trên.  

***** 

 

Một thành tựu nổi bật khác của Scholze có liên quan đến tính đối đồng điều của 

những không gian đối xứng địa phương (the cohomology of locally symmetric 

spaces).  Một lần nữa, ở đây người ta thấy rõ tính hữu hiệu của không gian 

perfectoid space mà Scholze đã sáng tạo.  Một trong những định lý rất sâu và gây 

nhiều ấn tượng của Scholze trong nghiên cứu là ông đã chứng minh được tồn tại 

những biểu diễn Galois gắn liền với tính đối đồng điều của những không gian đối 

xứng địa phương.  Điều đáng chú ý là Scholze đã xử lý các lớp xoắn (torsion classes) 

và từ đó có được những lớp đối đồng điều cổ điển (classical cohomology classes). 

 

Kết quả này cho thấy ý tưởng rất tiên phong và rất rộng của chương trình 

Langlands.  Đó là một mạng lưới vươn rất sâu và rất xa, bao gồm nhiều dự đoán, 

hướng dẫn cho nhiều nghiên cứu Toán học ngày nay.  

 

Scholze không chỉ là một chuyên gia trên các cấu trúc p-adic với p nguyên tố cố 

định.  Vừa mới đây, ông có viễn kiến về một không gian đối đồng điều phổ quát, 

có thể áp dụng cho bất cứ trường nào trên bất cứ không gian nào.  Ta nhắc lại rằng 

trong thập niên 1960, Alexandre Grothendieck, một trong những nhà Toán học 

thiên tài của thế kỷ 20, đã dưa ra lý thuyết motives, nhằm mục đích xây dựng lý 

thuyết đối đồng điều phổ quát (a universal cohomology theory). Sau đó Vladimir 

Veovodsky (Huy chương Fields 2002) đã phát triển được nhiều kết quả trên công 

trình mà Grothendieck bỏ dở.  Nay Scholze lại đến với vấn đề này từ một phía 

khác, (với lý thuyết của mình), giải quyết được hầu hết mọi trở ngại.  Thế giới Toán 

học ngưỡng mộ và phấn khởi. 

***** 

 

Để kết luận bài viết này, ta hãy nghe Jared Weinstein, giáo sư Đại học Boston, nói 

về Peter Scholze: 

“Bàn luận Toán học với Scholze như đang hỏi chuyện với một nhà tiên tri.  Khi anh 

ta nói được thì hãy tin là được và ta hãy cố tìm ra lời giải. Nếu gặp may thì anh ta 

sẽ giúp mình cùng làm.  Khi anh ta nói không thì điều ấy không đúng, hãy từ bỏ 

hướng ấy.”   

 

Liệu Weinstein có nói quá không? 
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Akshay Venkatesh 
 

 
Akshay Venkatesh (36 tuổi). 

 
Người ta thường nói thời nay không còn những nhà Toán học thông thái nữa 

(universal mathematician)15.  Nhưng trường hợp Venkatesh mai sau có thể chúng 

ta phải xem lại chăng. 

Emmanuel Kowalski, giáo sư Viện Kỹ thuật Liên bang Zurich, Thụy sĩ. 

 

Akshay Venkatesh sinh tại New Delhi năm 1981.   Khi lên 2, ông cùng gia đình qua 

sinh sống tại Perth, Úc.  Ông từng là thần đồng với thành tích đáng nể: Giải 

Olympiads Vật lý năm 11 tuổi và giải Olympiads Toán năm 12 tuổi.  Sau này ai có 

nhắc tới điều này, ông nói: “Hãy làm ơn quên chuyện này đi.  Đó chỉ là những trò 

chơi thể thao mà thôi.  Nếu để trở thành nhà Toán học mà phải học như thế thì tôi 

thà không là nhà Toán học thì hơn.” Ông vào Đại học Western, Úc, năm 13 tuổi và 

tốt nghiệp năm 16 tuổi.  Từ đó ông qua Đại học Princeton, Mỹ, tiếp tục học Cao 

học.  Ông nói: “Tôi không có chọn lựa nào khác, cứ như là đường thẳng tôi phải đi 

đến Princeton học Toán, chứ tôi không thích mấy.  Tôi còn có quá nhiều điều cần 

phải học thú vị biết mấy.” 

 

Tại Princeton giáo sư cố vấn của Venkatesh là Peter Sarnak16.  Lần đầu tiên gặp 

anh sinh viên nổi tiếng nhưng còn quá trẻ của mình, giáo sư Sarnak đưa ngay cho 

chàng cuốn sách liên quan đến lý thuyết biểu diễn của bán nhóm (Representation 

theory of semi-groups) để về nhà đọc.  Vì nội dung cuốn sách này ở trên trình độ 

của sinh viên Cao học, cho nên giáo sư Sarnak nghĩ chỉ rằng vài ngày sau chàng sẽ 

                                                           
15 Xem các bài liên quan đến Henri Poincaré và David Hilbert của cùng người viết trong trang này: 
Rosetta.vn/lequanganh.  Hai nhà Toán học nói trên được mệnh danh là hai nhà Toán học thông thái cuối cùng (của 
thế kỷ 20). 
16 Peter Sarnak, hơn 20 năm trước, đã từng là một trong vài người phụ giúp Andrew Wiles trong việc kiểm tra 
chứng minh định lý cuối cùng của Fermat.  Hiện nay Peter Sarnak đang làm việc tại IAS (Viện Nghiên cứu Cao cấp 
Princeton).   
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quay lại xin đổi cuốn khác đơn giản hơn.  Giáo sư Sarnak kể lại: “Sau vài tuần, 

Venkatesh quay lại văn phòng tôi để trình bày những gì chàng thu được.  Không 

những chàng hiểu rõ mà còn tỏ ra có trực giác mạnh kinh khủng về nội dung lý 

thuyết nói trong sách.”  Nhưng Venkatesh thì nói: “Tôi không thích làm sinh viên 

Cao học theo kiểu này.”  Tâm sự với bạn, chàng nói rằng làm nghiên cứu mà bắt 

phải theo những gợi ý của giáo sư cố vấn.  “Tôi chỉ thích làm theo cái mình thích 

thôi,” chàng nói với bạn.  Đôi lúc tỏ ra chán nản với những cuốn sách giáo khoa 

được chỉ định, chàng tạm gác ngang chúng, tìm đọc những tài liệu sách vở khác 

chàng ưa thích.  “Thật thích thú, thật tuyệt vời,” chàng nói.  Cứ như thế Venkatesh 

học được rất nhiều chỉ trong vài năm Cao học, trong khi đó chàng vẫn phải dành 

thời gian làm luận án.  Chàng có rất nhiều kiến thức Toán học ngoài phạm vi luận 

án đang nghiên cứu, nhờ đó chàng có một bức tranh bao quát rộng lớn của Toán 

học, nó giúp chàng có nhiều phương tiện liên kết lãnh vực này với lãnh vực khác 

trong những khám phá sau này.   

 

Năm 2002, năm 21 tuổi, Venkatesh tốt nghiệp Tiến sĩ tại Đại học Princeton, rồi tiếp 

tục làm Hậu-Tiến sĩ (Post-Doctor) tại Đại học MIT.  Hiện nay Akshay Venkatesh là 

giáo sư Đại học Stanford, Mỹ. 

***** 

 

Công trình của Venkatesh đóng góp cho Toán học quá nhiều và quá đa dạng, bao 

gồm nhiều ngành khác nhau, trong đó có Lý thuyết số, Lý thuyết về các tự đẳng 

cấu (Theory automorphic forms), Lý thuyết biểu diễn (Representation theory), 

Không gian đối xứng địa phương (Locally symmetric spaces), Lý thuyết ergodic 

(Ergodic theory),…vv.  Trong bài viết ngắn này chúng tôi chọn giới thiệu với độc giả 

ba thành tựu chính của Venkatesh: một thuộc lãnh vực Lý thuyết số, một thuộc 

lãnh vực Topo-Đại số, và một dự đoán nằm trong chương trình Langlands.   

 

Chúng tôi quan tâm đến các sự kiện lịch sử liên quan nhiều hơn là nội dung của 

các vấn đề vì tính phức tạp của chúng. 

 

Về dạng toàn phương (quadratic forms). 

 

Để bắt đầu, chúng ta thử xem biểu thức: 

x2 + xy + 5 y2 + yz + 12 z2 . 

Đó là một dạng toàn phương, nghĩa là một đa thức gồm một hoặc nhiều biến số 

mà bậc cao nhất của các số hạng là 2 và các hệ số là các số nguyên.  Vấn đề ta quan 

tâm là khi thay các biến số bằng những giá trị nguyên thì ta được một giá trị nguyên 

như thế nào?  Năm 1770, Joseph-Louis Lagrange chứng minh được rằng dạng toàn 

phương  x2 + y2 + z2 + w2 sẽ cho ta tất cả các số nguyên khi ta thay các biến số bằng 

các giá trị nguyên.   
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Trong tác phẩm nổi tiếng Disquisitiones Arithmeticae xuất bản năm 1801, Carl 

Gauss chứng minh được rằng ta có thể biến đổi dạng toàn phương này sang một 

dạng toàn phương khác đơn giản hơn bằng cách thay thế biến số (substitutions of 

variables) và số nguyên sinh ra bởi dạng đơn giản cũng là chính là số nguyên sinh 

ra bởi dạng ban đầu (nhưng ngược lại không đúng).   

Bằng cách trên, nếu ta có thể biến đổi dạng toàn phương P với m biến số thành 

dạng toàn phương Q với n biến số (m ≥ n) thì ta nói P đại diện Q. Câu hỏi được đặt 

ra là: Khi nào thì P đại diện Q?  Đây chính là một hình thức khác (another version) 

của bài toán số 11 trong số 23 bài toán mà David Hilbert đã phát biểu vào năm 

1900.  Năm 1987, Yoshiyuki Kitaoka, thuộc Đại học Meijo, Nagoya và Martin 

Kneser (1928 - 2004), thuộc Đại học Göttingen, đã tìm ra được câu trả lời là: 

m ≥ 2n + 3. 

Ba mươi năm sau, có người đưa ra được một bất đẳng thức tốt hơn nhưng không 

đưa ra chứng minh, đó là:   

m ≥ 2n + 2. 

Giới Toán học vẫn thắc mắc rằng liệu có một điều kiện tốt hơn không?  

Năm 2008, Akshay Venkatesh và công tác viên Jordan Ellenberg làm thế giới Toán 

học ngạc nhiên khi đưa ra được một điều kiện tốt hơn để giải đáp câu hỏi khi nào 

P đại diện Q.  Câu trả lời là: 

m ≥ n + 5. 

Thật ra Venkatesh cùng với Ellenberg đã giải xong vấn đề này vào năm 2005 và 

cho công bố lần thứ nhất vào năm 2008.  Sau này, với sự cộng tác của Philippe 

Michel, chứng minh được tổng quát hơn lên và được công bố vào năm 2010. 

 

Nét chính cần nói ở đây là Venkatesh và các cộng tác viên đã dùng một kỹ thuật 

thuộc lãnh vực lý thuyết hệ thống động lực (dynamical systems theory) để giải bài 

toán này. Kỹ thuật này lại phải sử dụng tới bài toán sub-convexity.  Venkatesh đã 

liên kết hai ngành Toán học hoàn toàn cách biệt để giải bài toán của mình một 

cách sáng tạo không ai ngờ tới.   

 

Class number. 

 

(Chúng tôi cáo lỗi không dịch được sang tiếng Việt thuật ngữ này.  Ý nghĩa của nó 

sẽ được định nghĩa trong đoạn sau.) 

Điều căn bản dễ thấy là bất cứ số nguyên nào cũng có thể phân tích được thành 

thừa số nguyên tố, và chỉ có một cách phân tích mà thôi (không quan tâm tới thứ 

tự trước sau).   

Tập hợp các số nguyên (dương, âm, bằng không) với hai phép toán cộng và nhân 

tạo thành một cấu trúc vành.  Đây là vành (ring) thông thường nhất.   Tập hợp A 

các số dạng a + b√−5 , trong đó a,b là những số nguyên, cũng tạo nên một vành.  

https://en.wikipedia.org/wiki/Disquisitiones_Arithmeticae
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Chú ý là  √−5 là một số (phần tử) của vành A và là số nguyên tố trong A (theo 

nghĩa là không phân tích được nữa).  Số 9 cũng là một số của vành A (a = 9, b =0), 

nhưng số 9 có thể phân tích thành hai cách: 

9 = 3 × 3 = (2 + √−5) ×(2 − √−5). 

Ta nói số 9 là một class number của vành A. Như vậy một class number của một 

vành là một số có thể phân tích thành số nguyên tố bằng nhiều cách.  Những con 

số này xuất hiện như thế nào, theo một qui luật nào trong một vành vẫn còn là 

một bí ẩn.  Bằng thực hành người ta tìm cách tính ra các số ấy, từ đó hy vọng tìm 

ta qui luật mà chúng xuất hiện.   

 

Năm 1984, Henri Cohen (sinh năm 1947), một nhà Toán học người Pháp, và 

Hendrik Lenstra (sinh năm 1949), một nhà Toán học người Hà Lan, đã tìm ra được 

một kinh nghiệm thực hành để tính ta các số này trong vành các số nguyên, nhưng 

vẫn chưa tìm ra được qui luật phân phối của chúng (patterns).   Điều đáng ngạc 

nhiên là, cũng theo hai nhà Toán học này, một phần ba các số này đều là bội số 

của số 3.  Kể từ đó, suốt 30 năm sau, vấn đề các class numbers trong vành các số 

nguyên vẫn còn bỏ ngỏ.  Chưa thể nói gì đến những số ấy trong vành khác. 

 

Năm 2016, cùng với hai nhà Toán học Jordan Ellenberg và Craig Westerland, 

Venkatesh đã có một bước tiến kinh ngạc trong việc tìm hiểu kỹ thuật xác định các 

class numbers của Cohen-Lenstra.  Để tìm ra kết quả, họ đã chuyển bài toán sang 

một vấn đề khác nằm trong lãnh vực Topology, một ngành của Toán học nghiên 

cứu về hình dạng vật thể.  Nhưng Topology là lãnh vực quá rộng, vậy họ đã dùng 

công cụ nào của ngành này? Đây là sáng kiến của nhóm, dẫn đầu là Venkatesh, mà 

ta không hiểu được do đâu:  họ đã sử dụng khái niệm sự bền vững đồng điều 

(homological stability) trong Topology, một khái niệm rất mới đang còn là đối 

tượng nghiên cứu của các nhà Toán học hiện nay.   

Một lần nữa, ta lại thấy Akshay Venkatesh đã phối hợp hai ngành không có gì liên 

quan với nhau để vượt qua bài toán bị bế tắc suốt trong vài chục năm trước.   

 

Một dự đoán trong chương trình Langlands. 

 

Như chúng tôi đã trình bày trong bài viết về Peter Scholze, chương trình Langlands 

là một “mạng lưới” liên quan rất nhiều hiện tượng đến từ nhiều lãnh vực Toán học 

rất khác nhau, trong đó có Topology, Giải tích, Đại số, và Lý thuyết số. Nhiều dự 

đoán nằm trong chương trình này đã thúc đẩy Toán học phát triển trong thời gian 

qua và còn tiếp tục phát triển nữa trong tương lai.   

Có lẽ thí dụ tốt nhất là chứng minh định lý cuối cùng của Fermat vào đầu những 

năm 1990 do Andrew Wiles thực hiện, với sự đóng góp có tính quyết định vào thời 

gian cuối của Richard Taylor.  Phương pháp Wiles-Taylor đã sử dụng công cụ 
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đường cong elliptic (Hình học) nối kết với dạng modula (Giải tích).  Đây là loại kết 

nối đã được dự trù trong chương trình Langlands.  Cho dù phương pháp Wiles-

Taylor là rất mạnh nhưng nó lại có gốc rễ từ một công cụ Hình học có tên gọi là đa 

tạp Shimura.   

Trong một số hội thảo diễn ra trong thời gian mới đây giữa năm 2017 – 2018, 

Venkatesh đã làm cho thế giới Toán học ngạc nhiên khi ông ta đã tổng quát hóa 

phương pháp Wiles-Taylor mà không dựa trên những đa tạp Shimura.  Công cụ 

chính mà Venkatesh và các cộng sự của ông đã sử dụng đến từ sự đối xứng của 

những nhóm đồng điều (homology groups) trong những không gian Topo có tên 

là không gian đối xứng địa phương (locally symmetric spaces).   

Công việc của Venkatesh kết nối nhiều lãnh vực Toán học lại với nhau tuy chưa 

hoàn tất, nhưng người ta vẫn mong chờ nó sẽ cung cấp thêm nhiều kết quả tích 

cực, làm cho người ta hiểu thêm tính vĩ đại của chương trình Langlands.   

 

Hầu hết những nhà Toán học đều được xếp vào một trong hai loại: những người 

giải toán (problem-solvers) hoặc những người lập thuyết (theory-builders).  

Akshay Venkatesh là trường hợp ngoại lệ: ông thuộc về cả hai loại trên.  Hiện nay 

ông chỉ mới hơn 36 tuổi, người ta nghĩ rằng ông còn đem lại cho Toán học nhiều 

khám phá mới mà chúng ta không thể dự đoán trước được.  

 

 

Tài liệu tham khảo 
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2018.   

 Đây là trang web chính thức của Hội Toán học Thế giới (IMU). 

3. Những bài viết của Allyn Jackson trong trang web nói trên. 

4. https://news.cnrs.fr/articles/alessio-figalli-fields-medal-2018 

Đây là trang web tin tức của Trung Tâm Nghiên Cứu Khoa học Pháp (CNRS). 

5. https://www.quantamagazine.org/tag/2018-fields-medal-and-

nevanlinna-prize-winners/ 

Đây là trang web của tạp chí Quanta Magazine. 

6. https://plus.maths.org/content/test-1-0 

Những bài viết liên quan đến Fields Medal 2018 trong trang web này. 

 

Và nhiều tài liệu hình ảnh trên Internet. 
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